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Chapitre 1

Les bases du calcul des probabilités

L’idée principale de la théorie des probabilités est de mâıtriser la notion de hasard.

1.1 Le triplet fondamental

La théorie des probabilités repose sur une brique de base : le triplet fondamental (Ω,A,P). Les
trois éléments qui le composent sont :

Ω est un ensemble non vide, appelé ensemble fondamental et dont les éléments ω sont les
épreuves (on utilisera aussi le terme scenario)

Les épreuves représentent les résultat d’une expérience aléatoire.
Exemples :

— lancer de 3 pièces de monnaie de valeurs différentes (10, 20 et 50 centimes). L’ensemble
fondamental est donc {10, 20, 50} × {P, F}.

— La température de ce matin à 8 heures, Ω = R.

A : la σ-algèbre ou tribu est une classe de sous-ensembles de Ω, appelés évènements.

L’évènement A se réalise en l’épreuve ω si ω ∈ A. Il s’agit de l’information concernant
l’expérience aléatoire qui est disponible.
Exemple : si on imagine qu’une note à l’examen a un caractère aléatoire, alors l’ensemble fon-
damental est {0, 1, 2, . . . , 20}. Sur le tableau d’affichage n’apparâıt que la mention admis ou non
admis et c’est la seule info disponible. La tribu est alorsA = {∅, {0, 1, . . . , 9}, {10, 11, . . . , 20},Ω}.
Dans ce cas, connâıtre la note précisément n’est pas une information disponible.
Par définition, la tribu vérifie :

1. Ω ∈ A

2. A ∈ A → Ac ∈ A
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3. Soit une suite (An)n≥1 d’évènements alors⋃
n≥1

An ∈ A.

De nombreuses tribus sont donc associées à un ensemble fondamental donné mais certaines
d’entre elles jouent un rôle important : ce sont les tribus engendrée par une classe de parties.
En effet on s’intéresse à la plus petite tribu qui contienne un ensemble de parties.

Soit C un ensemble de parties de Ω. Alors il existe une et une seule tribu σ(C) telle que

— σ(C) ⊃ C
— si σ′ est une tribu contenant C alors elle contient aussi σ(C).
Exemples :

— Le compteur de la voiture ne fonctionne plus, seule info disponible : le PV que l’on reçoit
par la poste (pas d’amende, ≤ 3 points (40 km/h), > 3 points)

— si la classe de parties est déjà une tribu alors σ(C) = C
— la tribu borélienne B(R) est engendrée par la classe des ouverts ou celle des fermés, ou celle

des intervalles ouverts, ou celle des intervalles fermés,...

P est une pondération de l’ensemble des évènements de la tribu A. Il s’agit d’une mesure de
probabilité.

Cette pondération est souvent inspirée de l’expérimentation. Par exemple si on considère la
tribu P(Ω) avec Ω est un ensemble fini, alors pour chaque épreuve ωk on calcule le rapport
Nk
N

où Nk est le nombre de fois où ωk apparâıt au cours des N expériences répétées dans des
conditions similaires. La limite quand N tend vers l’infini correspond à la notion intuitive de
probabilité.

En d’autres termes, P doit satisfaire aux conditions suivantes :

— 0 ≤ P(A) ≤ 1 pour tout A ∈ A
— P(Ω) = 1
— Soit (An)n≥1 une suite d’évènements disjoints alors la propriété de σ-additivité est satisfaite

P
( ⋃
n≥1

An

)
=
∑
n≥1

P(An).

On remarque de suite que la probabilité n’est définie que sur l’information disponible donnée par
la tribuA. Pour connâıtre la probabilité d’un évènement il faut donc impérativement
que cet évènement appartienne à la tribu.
On rappelle alors une propriété essentielle d’une mesure de probabilité : la continuité. Si (An)
est une suite monotone d’évènements appartenant à A alors

P
(

lim
n→∞

An

)
= lim

n→∞
P(An).
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1.2 Indépendance et conditionnement par un événement

non négligeable

Si on dispose d’une information particulière (l’évènement B s’est réalisé) alors il est possible
d’actualiser la probabilité que l’on donne à tout autre évènement A.

Définition 1 Soient A et B deux évènements de la tribu A. La probabilité conditionnelle de
A sachant B est notée P(A|B) et est donnée par :

P(A|B) =

{
P(A ∩B)/P(B) si P(B) > 0.
P(A) sinon.

On sait que l’évènement B s’est réalisé, il est donc naturel d’associer à l’évènement A un
poids proportionnel à P(A∩B). Le quotient vient juste d’une renormalisation pour rester dans
le cadre des probabilités.
Exemple : Dans une famille qui comporte deux enfants, l’un est une fille, la probabilité que
l’autre soit un garçon est alors de 2/3.
Parfois on connâıt la probabilité conditionnelle, on utilisera alors plutôt la forme :

P(A ∩B) = P(A|B)P(B).

Le résultat à retenir est la probabilité conditionnelle dans le cadre d’une partition de l’ensemble
fondamental. C’est la formule de Bayes.

Proposition 1 Soit B1, . . . , Bk une partition de Ω incluse dans A et soit A ∈ A alors pour
tout 1 ≤ i ≤ k on a

P(Bi|A) =
P(A|Bi)P(Bi)∑k
j=1 P(A|Bj)P(Bj)

Introduisons la notion d’indépendance. Un évènementA sera indépendant d’un autre évènement
B si la probabilité conditionnelle n’est autre que la probabilité de départ. En d’autres termes,
l’information supplémentaire concernant la réalisation de l’évènement B ne sert absolument à
rien.

Définition 2 Deux évènements A et B de A sont dits indépendants si

P(A ∩B) = P(A)P(B).

On peut évidemment prolonger la notion d’indépendance aux classes d’évènements. Ainsi deux
classes C1 et C2 sont indépendantes si pour tout A ∈ C1 et pour tout B ∈ C2, les évènements
A et B sont indépendants. Finalement cette notion peut se généraliser aux tribus. Deux tribus
pourront donc être indépendantes.
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1.3 Variables aléatoires

A partir de l’expérience aléatoire, on peut construire des variables dont la valeur dépend du
résultat de l’expérience. Il s’agit donc tout simplement d’une fonction des épreuves.

Définition 3 Une variable aléatoire est une fonction X : (Ω,A)→ (E, E), où (E, E) est un
espace mesurable (i.e. E est une tribu pour l’ensemble E), qui vérifie

∀A ∈ E , X−1(A) ∈ A.

Exemples :
— lancer des 3 dés Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}3, X1 est le résultat du premier dé c’est-à-dire

X1((ω1, ω2, ω3)) = ω1.

X1 est alors une projection.
— Dans le même cadre, on peut considérer X2((ω1, ω2, ω3)) = ω1 + ω2 + ω3.
Pour ces deux exemples, il faut déterminer (E, E) pour que les variables présentées soient bien
des variables aléatoires au sens de la définition ci-dessus.
Dans la plupart des cas, (E, E) correspondra à (N,P(N)) ou à (R,B(R)).
Jusqu’ici nous n’avons pas eu besoin de la probabilité P pour définir une variable aléatoire. Par
contre pour bien la décrire, nous allons nous en servir.

Proposition 2 Soit X : (Ω,A,P) → (E, E) une variable aléatoire. Alors l’application PX :
E → [0, 1] définie pour tout ensemble B de E par :

PX(B) = P(X−1(B)),

est une mesure de probabilité. On l’appelle loi de probabilité.

Notons que nous utiliserons :

P(X ∈ B) = PX(B) = P(X−1(B)).

En fait la loi de probabilité est l’image de la probabilité P par l’application X. Plusieurs
variables aléatoires peuvent en fait avoir la même loi de probabilité dans des contextes très
différents. Pour pouvoir identifier ces lois, nous introduisons un outil fondamental : la fonction
de répartition.

Définition 4 Soit X une variable aléatoire sur (Ω,A,P). La fonction de répartition de
X est donnée par

FX(x) = PX(]−∞, x]) = P(X ≤ x).

Quelques propriétés :
— 0 ≤ F (x) ≤ 1 pour tout x ∈ R.
— F est une fonction croissante (au sens large), continue à droite en tout point x de R.
— limx→−∞ F (x) = 0 et limx→+∞ F (x) = 1.
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Notons que la réciproque est vraie : si les trois propriétés précédentes sont satisfaites par une
fonction F alors il s’agit de la fonction de répartition d’une certaine probabilité.

La fonction de répartition caractérise la loi : deux variables aléatoires ayant la même loi ont
la même fonction de répartition.

Il devient alors essentiel de pouvoir calculer la fonction de répartition pour un loi donnée
mais cet exercice peut s’avérer compliqué voire inextricable dans certaines situations (v.a.
gaussiennes par exemple).
Notons également la propriété suivante :

lim
h→0

FX(x+ h)− FX(x− h) = P(X = x), pour tout x ∈ R.

Par conséquent, FX est continue ssi P(X = x) = 0 pour tout x ∈ R. Et si FX n’est pas continue
en x, le saut de discontinuité est égal à P(X = x).

Comme dans le paragraphe précédent, il fut question d’évènements indépendants, il est main-
tenant possible de définir la notion d’indépendance pour des variables aléatoires.

Définition 5 Deux variables aléatoires X et Y définies sur un même espace de probabilité
(Ω,A,P) et à valeurs dans (E, E) respectivement (F,F) sont indépendantes, si

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B) pour tout A ∈ E , B ∈ F .

En d’autres termes, la loi de probabilité du couple (X, Y ) notée P(X,Y ) est définie par le produit
des mesures :

P(X,Y ) = PX ⊗ PY .
Une conséquence du lemme des classes monotones est que deux variables aléatoires réelles X
et Y sont indépendantes ssi leurs fonctions de répartition satisfont :

P(X ≤ x, Y ≤ y) = FX(x)FY (y).

1.4 Lois discretes classiques

Rappel sur les séries

Soient F et G deux ensembles dénombrables.
— si (a(x,y))(x,y)∈F×G est une famille de nombres positifs alors

∑
(x,y)∈F×G

a(x,y) =
∑
x∈F

(∑
y∈G

a(x,y)

)
=
∑
y∈G

(∑
x∈F

a(x,y)

)
.

— si (a(x,y))(x,y)∈F×G est sommable au sens où
∑

(x,y)∈F×G |a(x,y)| < +∞, alors l’égalité précédente
reste vraie.
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Dans la théorie des probabilités discrètes, il suffit bien souvent d’utiliser la théorie des séries
numériques puisque la plupart des lois usuelles concernent des variables aléatoires à valeurs
dans N. Toutefois on ne peut se restreindre à cette situation pour un cadre général, il est alors
nécessaire d’introduire la notion de famille sommable comme indiqué ci-dessus.

Variables aléatoires discrètes

Dans un premier temps, on définit les variables discrètes et dans un deuxième temps on présente
les lois classiques discrètes.

Définition 6 Une variable aléatoire discrète est une application X : Ω → F tel qu’il existe
E ⊂ F où E est un ensemble fini ou dénombrable vérifiant P(X ∈ E) = 1. Par abus de
langage la famille (P(X = x))x∈E s’appelle la loi de X et on dira que X est à valeurs dans E.

A ne pas oublier : évidemment pour que la loi soit bien définie il faut que l’évènement {X = x},
dont on calcule la probabilité, soit dans la tribu A du triplet fondamental.
Pour caractériser les lois discrètes, il suffit donc de déterminer la famille (P(X = x))x∈E, il n’est
pas forcément utile d’essayer de calculer la fonction de répartition qui n’apportera rien de plus.
De même, pour vérifier l’indépendance de deux variables aléatoires discrètes X à valeurs dans
E et Y à valeurs dans F , il suffira de montrer que

P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y), ∀x ∈ E, ∀y ∈ F.

Certains paramètres permettent de décrire plus précisément les lois de probabilité. Deux pa-
ramètres ont une importance primordiale : l’espérance mathématique et la variance.
L’espérance permet pour une variable aléatoire de trouver une valeur moyenne.

Soit X une variable aléatoire discrète de Ω dans E. Elle est dite intégrable si∑
x∈E

|x|P(X = x) < +∞

et alors l’espérance mathématique notée E[X] est définie par

E[X] =
∑
x∈E

xP(X = x).

Pour toute fonction f : E → F , il est possible de munir F d’une tribu adaptée de sorte
que f(X) soit une variable aléatoire. Il devient alors possible de calculer son espérance :

La variable aléatoire f(X) est intégrable si et seulement si
∑

x∈E |f(x)|P(X = x) < +∞ et
ainsi

E[f(X)] =
∑
x∈E

f(x)P(X = x).

La fonction particulière f(x) = x2 permet de définir la variance d’une loi de probabilité :
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Une variable aléatoire X est dite de carré intégrable si X2 est intégrable. Dans ce cas on
définit la variance par

Var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2.

La propriété d’indépendance des variables aléatoires discrètes, décrite ci-dessus, combinée avec
le résultat concernant les fonctions de variables aléatoires permet d’assurer le résultat suivant :

Proposition 3 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes. Si X et Y sont
indépendantes alors pour toutes fonctions f et g telles que f(X) et g(Y ) soient intégrables,
f(X)g(Y ) est intégrable et satisfait :

E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )].

La réciproque est vraie pour toutes fonctions f et g bornées.

Par conséquent, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de carré intégrable
alors E[XY ] = E[X]E[Y ] et ainsi

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

Quelques lois discrètes

Loi binomiale. Soit p un nombre réel tel que 0 ≤ p ≤ 1 et n ∈ N. La mesure de probabilité
B(n, p) définie sur (N,P(N)) ou (R,B(R)) par

B(n, p) =
n∑
k=0

(
k

n

)
pkqn−kδk,

où q = 1 − p, est appelée loi binomiale de paramètres (n, p). La loi B(1, p) est appelée loi de
Bernoulli de paramètre p.
La loi binomiale intervient dans le tirage avec remise, si la proportion de boules blanches dans
l’urne est égale à p et si le nombre de tirages est égale à n, alors la variable aléatoire nombre
de boules blanches tirées est une variable aléatoire binomiale de paramètres (n, p).

Les valeurs typiques de la loi binomiale sont :

X suit une loi binomiale de paramètres (n, p) alors E[X] = np, Var(X) = npq.

Loi géométrique. Soit p un réel compris entre 0 et 1 et q = 1− p. La mesure de probabilité
définie sur (R,B(R)) par

∞∑
k=1

pqk−1δk

est appelée loi géométrique de paramètre p et notée G(p).

X suit une loi géométrique de paramètre p alors E[X] = 1
p
, Var(X) = q

p2
.
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Application : un joueur procède à une suite de parties indépendantes de pile ou face et décide
de s’arrêter dès la première apparition de pile. Le nombre de parties qu’il faudra jouer, noté
X, suit alors une loi géométrique.

Loi de Poisson. Soit λ un nombre réel strictement positif. La mesure de probabilité πλ définie
sur (R,B(R)) par

πλ =
∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
δk,

est appelée loi de Poisson de paramètre λ. Cette loi est notée P(λ).

On peut noter que, pour tout entier k ≥ 1 fixé, on a

lim
n→∞

(
k

n

)(λ
n

)k(
1− λ

n

)n−k
= e−λ

λk

k!
.

Ainsi si X suit une loi binomiale de paramètres (n, p) de sorte que n et p soient liés entre
eux par la relation np = λ > 0, alors pour n assez grand la probabilité que X soit égale à k
est approximativement égale à e−λλk/k! qui est la probabilité pour qu’une variable aléatoire
de Poisson de paramètre λ soit égale à k. La loi de Poisson est donc une loi des évènements rares.

X suit une loi de Poisson de paramètre λ alors E[X] = λ, Var(X) = λ.

1.5 Lois continues classiques

Les lois discrètes ne permettent pas de décrire toutes les expériences aléatoires. De nombreuses
situations font intervenir des variables dont l’ensemble des valeurs atteintes n’est ni fini ni
dénombrable. Par exemple, votre voiture montre des signes de fatigue. Vous décidez de conti-
nuer à rouler car vous n’avez pas les moyens d’en acheter une neuve. La distance que vous
parcourez alors est un variable aléatoire à valeurs dans R+ qui n’est pas une valeur discrète car
P(distance = x) = 0 pour tout x.

Le cadre des variables à densité est adapté à ce cadre, les sommes manipulées dans le cadre
des variables aléatoires discrètes sont alors remplacées par des intégrales.

Rappels concernant les intégrales multiples

Le premier résultat essentiel est le théorème de Fubini. On considère f : R2 → R.
— si f est une fonction positive alors∫

R2

f(x, y)dx dy =

∫
R

(∫
R
f(x, y)dy

)
dx =

∫
R

(∫
R
f(x, y)dx

)
dy.

— si f est intégrable au sens où
∫
R2 |f(x, y)|dx dy < ∞ alors l’égalité ci-dessus est encore

satisfaite.
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Ce résultat de permutation des intégrale doit être complété par un résultat de changement de
variables.

Soit ϕ une bijection continuement différentiable ainsi que son inverse ϕ−1 d’un ouvert O de
Rd à un ouvert O′ de Rd, f : Rd → R bornée et g : Rd → R intégrable. Alors∫

O

f(ϕ(x))g(x)dx =

∫
O′
f(y)g(ϕ−1(y))|Jac ϕ−1(y)| dy

où

Jac ψ(y) = Det

(
∂ψi
∂yj

(y), 1 ≤ i, j ≤ d

)
.

Ces deux résultats essentiels issus de la théorie de l’intégration vont permettre d’appréhender
les variables aléatoires à densité.

Variables continues

Il s’agit de définir les variables à densité et d’en donner les premières propriétés.

Définition 7 La variable aléatoire X : Ω→ R est continue et possède la densité f : R→ R+

si pour tout a et b appartenant à R et vérifiant a < b on a

P(a < X ≤ b) =

∫ b

a

f(x) dx.

Il faut évidemment exiger que tout évènement de la forme {a < X ≤ b} appartienne à la
tribu A.
On remarque très facilement que la densité satisfait les propriétés suivantes :
— f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R
—
∫
R f(x)dx = 1.

La réciproque est vraie également : si une fonction vérifie les deux propriétés précédemment
citées alors il s’agit d’une densité de probabilité.
La définition met en évidence que la loi de probabilité associée à la variable X est la mesure

f(x) dx

où dx représente la mesure de Stieltjes-Lebesgue.

Proposition 4 Si la fonction de répartition FX de la variable aléatoire X est continue et C1

par morceaux alors X possède la densité F ′X .

Il est possible de caractériser une variable aléatoire à densité par la méthode de la fonction
muette. Pour ce faire on introduit la notion d’espérance mathématique pour une variable
aléatoire générale : soit X une v.a. définie sur (Ω,A,P). Si X est intégrable, on appelle espérance
de X le nombre réel :

E[X] =

∫
Ω

X(ω) dP(ω).
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On dit que X est centrée si elle est intégrable et E[X] = 0. Le théorème de transport, qui dit
la chose suivante : si X est une variable aléatoire réelle à valeurs dans (R,B(R)) et si φ est une
fonction borélienne de R dans R à valeurs positives alors

E[φ(X)] =

∫
Ω

φ ◦X(ω)dP(ω) =

∫
R
φ(x)dPX(x)

Si φ est à valeurs quelconque et si φ(X) est intégrable alors l’égalité précédente reste vraie. Ce
sera notamment le cas pour les fonctions φ bornées.

En appliquant le théorème de transport aux variables à densité, on obtient donc :

E[φ(X)] =

∫
R
φ(x)f(x)dx.

Il est possible alors d’utiliser cette formule pour caractériser les variables à densité :

Proposition 5 La variable aléatoire X possède la densité f si et seulement si, pour toute
fonction φ bornée,

E[φ(X)] =

∫
R
φ(x)f(x)dx.

Notons finalement que la caractérisation de l’indépendance en utilisant les fonctions muettes
présentée dans la Proposition 3 est vraie également pour les variables continues.

Théorème 1 Soient X1 et X2 deux v.a. Alors X1 et X2 sont indépendantes si et seulement
si

IE(h1(X1)h2(X2)) = IE(h1(X1))IE(h2(X2)). (1.1)

Pour toutes fonctions h1, h2 boréliennes positives (ou bornées).

Preuve : 1) Supposons X1, X2 soient indépendantes. Soient h1, h2 deux fonctions boréliennes
positives et h(x, y) = h1(x)h2(y). On a,

IE[h1(X1)h2(X2)] = IE[h(X1, X2)] =

∫
h(x, y)dIP(X1,X2)(x, y).

Mais X1, X2 sont indépendantes, donc IP(X1,X2) = IPX1 ⊗ IPX2 et,

IE[h1(X1)h2(X2)] =

∫
h(x, y)dIPX1(x)dIPX2(y) =

∫
h1(x)h2(y)dIPX1(x)dIPX2(y).

On applique le théorème de Fubini, il vient,

IE[h1(X1)h2(X2)] =
(∫

h1(x)dPX1(x)
)(∫

h2(y)dPX2(y)
)

= IE[h1(X1)] IE[h2(X2)].
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2) Réciproquement, on choisit h1 = 1IA1 et h2 = 1IA2 où A1 et A2 sont deux boréliens, et on
applique (1.1) :

IE[1IA1(X1)1IA2(X2)] = IP(X1 ∈ A1; X2 ∈ A2) = IE[1IA1(X1)] IE[1IA2(X2)]

= IP(X1 ∈ A1) IP(X2 ∈ A2).

Ce qui signifie que X1 et X2 sont deux v.a. indépendantes. �

L’indépendance de deux variables aléatoires X et Y absolument continues peut aussi se ca-
ractériser sur l’expression de la densité du couple (X, Y ). Pour cela nous présentons un premier
résultat sur les lois marginales d’un couple de variables aléatoires.

Proposition 6 Si Z = (X, Y ) admet une densité f alors X (resp. Y ) admet une densité f1

(resp. f2), avec

f1(x) =

∫
IR

f(x, y)dy; f2(y) =

∫
IR

f(x, y)dx. (1.2)

Preuve : Par symétrie il suffit de montrer que f1 est la densité de X.
D’après le théorème de Fubini, l’application f1 est mesurable (ou borélienne) et positive. Soit
A un borélien de IR. Alors,

IPX(A) = IP(X ∈ A) = IP((X,Y ) ∈ A× IR) =

∫
IR2

1IA(x)f(x, y)dxdy.

On applique à nouveau le théorème de Fubini, il vient :

IPX(A) =

∫
IR

1IA(x)
(∫

IR
f(x, y) dy

)
dx =

∫
IR

1IA(x) f1(x)dx.

�

Proposition 7 On suppose que (X, Y ) admet f (fonction à deux variables) comme densité.
Les v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement si,

f(x, y) = g1(x)g2(y), presque partout, (1.3)

où g1 et g2 sont deux fonctions boréliennes positives.

Preuve : a) Supposons les deux v.a. X et Y indépendantes. D’après la Proposition 6, X (resp.
Y ) admet une densité f1 (resp. f2 ). Soient A et B deux boréliens. On utilise l’indépendance
de X et Y , il vient,

IP((X,Y ) ∈ (A×B)) = IP(X ∈ A, Y ∈ B) = IP(X ∈ A)IP(Y ∈ B)

=

(∫
1IA(x)f1(x)dx

) (∫
1IB(x)f2(x)dx

)
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Une application du théorème de Fubini conduit à,

IP((X,Y ) ∈ (A×B)) = IP(X,Y )(A×B) =

∫
1IA×B(x, y)f1(x)f2(y)dxdy.

IP(X,Y ) désignant la loi de (X,Y ).

Pour tout borélien C on pose

Q (C) =

∫
1IC(x, y)f1(x)f2(y)dxdy.

Il est facile de vérifier que Q est une probabilité. Donc IP(X,Y ) et Q sont égales sur les pavés
A × B. L’utilisation du théorème d’unicité des probabilités assure que deux probabilités qui
cöıncident sur les pavés sont égales partout :

IP((X,Y ) ∈ C) =

∫
1IC(x, y)f1(x)f2(y)dxdy, pour tout borélien C.

D’après l’unicité de la densité, on a l’égalité : f(x, y) = f1(x)f2(y), presque sûrement.
b) Réciproquement, supposons la relation (1.3) réalisée. Soient A et B deux boréliens.

IP(X ∈ A, Y ∈ B) = IP((X,Y ) ∈ (A×B)) =

∫
1IA×B(x, y)g1(x)g2(y)dxdy.

On applique à nouveau le théorème de Fubini, il vient,

IP(X ∈ A, Y ∈ B) =

(∫
1IA(x)g1(x)dx

)(∫
1IB(y)g2(y)dy

)
. (1.4)

En particulier si A = B = IR, l’égalité précédente devient 1 = λ1λ2, où l’on a posé,

λ1 =

∫
IR
g1(x)dx et λ2 =

∫
IR
g2(y)dy.

On introduit : f1 = g1/λ1 et f2 = g2/λ2. On divise (1.4) par le facteur 1 = λ1λ2,

IP(X ∈ A, Y ∈ B) =

[(∫
1IA(x)g1(x)dx

)
/λ1

] [(∫
1IB(y)g2(y)dy

)
/λ2

]
=

(∫
1IA(x)f1(x)dx

)(∫
1IB(y)f2(y)dy

)
En particulier si B = IR,

IP(X ∈ A) =

∫
1IA(x)f1(x)dx.

D’une manière analogue, IP(Y ∈ B) =

∫
1IB(y)f2(y)dy. On peut donc écrire (1.4) de la façon

suivante :
IP(X ∈ A, Y ∈ B) = IP(X ∈ A)IP(Y ∈ B).

Ce qui signifie que les v.a. X et Y sont indépendantes. �
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Quelques lois continues

Loi uniforme. Une variable X à valeurs réelles, suit une loi uniforme sur [a, b] avec a < b,
notée U([a, b]), si sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R est

f(x) =
1

b− a
1[a,b](x).

Si X suit une loi uniforme sur [a, b] alors E[X] = a+b
2

et Var(X) = (b−a)2

12
.

Loi Gamma. Une variable aléatoire X à valeurs positives suit une loi Gamma de paramètres
p > 0 et θ > 0 notée γ(p, θ), si sa densité est :

f(x) =
θp

Γ(p)
e−θxxp−11[0,∞[(x),

où l’intégrale Γ(p) =
∫∞

0
xp−1e−xdx. La loi γ(1, θ) est appelée loi exponentielle de paramètre

θ et notée E(θ).

Si X suit une loi Gamma de paramètres (p, θ) alors E[X] = p/θ et Var(X) = p/θ2. Par
ailleurs la loi Gamma est stable par convolution : γ(p, θ) ? γ(q, θ) = γ(p + q, θ). Autrement
dit, si X et Y sont deux v.a. indépendantes de lois respectives γ(p, θ) et γ(q, θ) alors X + Y
suit la loi γ(p+ q, θ).

Loi de Gauss. Une variable aléatoire X à valeurs réelles suit une loi normale N (m,σ2) de
moyenne m et de variance σ2 si sa densité est

f(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− (x−m)2

2σ2

)
, x ∈ R.

La loi normale est stable par convolution : N (m1, σ
2
1) ? N (m2, σ

2
2) = N (m1 + m2, σ

2
1 + σ2

2).
Autrement dit, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives
N (m1, σ

2
1) et N (m2, σ

2
2) alors X + Y suit la loi N (m1 +m2, σ

2
1 + σ2

2).

Loi de Cauchy. Une variable aléatoire à valeurs réelles suit une loi de Cauchy si sa den-
sité est égale à

f(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R.

Il s’agit d’un exemple de loi telle que |X| est non intégrable. L’espérance mathématique n’est
donc pas définie ni la variance.

Il existe de nombreuses autres lois continues, citons notamment : la Loi log-normale, la loi
de Weibull, la loi inverse-gaussienne, la loi Beta, la loi de Fisher-Snedecor, la loi de
Student...
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1.6 Somme de deux variables aléatoires indépendantes

Nous avons décrit dans les deux sections précédentes différentes lois de probabilité continues ou
discrètes. Il est alors possible de combiner ces différentes lois en considérant la somme de deux
variables aléatoires indépendantes. Le produit de convolution fait alors son apparition.
Définition :
Soient µ et ν deux mesures positives sur (IR,B(IR)). On appelle convolée de µ et ν la mesure
positive µ ∗ ν, qui est l’image de µ⊗ ν par l’application qui au couple (x, y) de IR× IR associe
x+ y : ∫

IR

f(t)dµ ∗ ν(t) =

∫∫
IR2

f(x+ y)dµ(x)dν(y). (1.5)

On vérifie que µ∗ν = ν∗µ et que µ∗ν est une probabilité lorsque µ et ν sont deux probabilités.

Proposition 8 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes, de loi respectivement µ et ν. Alors
X + Y a pour loi µ ∗ ν.

Preuve : Soient f une fonction borélienne, positive et A = IE[f(X + Y )]. On a

A =

∫∫
IR2

f(x+ y)µ(dx)ν(dy) =

∫
IR
f(t)µ ∗ ν(dt).

�

On examine à présent deux cas particuliers : X et Y sont discrètes, X et Y admettent une
densité.

Proposition 9 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes, à valeurs dans IN. Alors la loi de
X + Y est donnée par la formule :

IP(X + Y = n) =
n∑
i=0

IP(X = i)IP(Y = n− i). (1.6)

Preuve : On a : {X + Y = n} =
n⋃
i=0

{X = i; X + Y = n} =
n⋃
i=0

{X = i; Y = n− i}.

Les ensembles étant deux à deux disjoints et les v.a. X et Y indépendantes, on a,

IP(X + Y = n) =
n∑
i=0

IP(X = i; Y = n− i) =
n∑
i=0

IP(X = i) IP(Y = n− i).

�

Définition :
Soient f et g deux fonctions boréliennes positives, définies sur IR. On note f ∗ g la convolée
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de f et g :

f ∗ g(x) =

∫
IR

f(x− t)g(t)dt =

∫
IR

g(x− t)f(t)dt = g ∗ f(x). (1.7)

Remarques :
1) On vérifie que la convolution est une opération associative :

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). (1.8)

2) La convolution est une application ”régularisante”. Si f et g sont deux densités (i.e. f
mesurables, positives et d’intégrale 1) bornées, la fonction f ∗ g est une densité et une fonction
continue .
3) Le lien avec la convolution des mesures est le suivant :

µ ∗ ν(dx) = (f ∗ g)(x)dx, avec µ(dx) = f(x)dx et ν(dx) = g(x)dx. (1.9)

Proposition 10 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes, X (resp. Y ) de densité f (resp.
g), alors X + Y admet pour densité f ∗ g.

Preuve : On calcule A = IE[ϕ(X + Y )], où ϕ est une fonction borélienne positive. On sait
(voir Proposition 7) que le couple (X,Y ) a pour densité f(x)g(y), par conséquent,

A =

∫∫
IR×IR

ϕ(x+ y)f(x)g(y)dxdy =

∫
IR

(∫
IR
ϕ(x+ y)f(x)dx

)
g(y)dy.

On pose z = x+ y (y étant fixé),

A =

∫
IR

(∫
IR
ϕ(z)f(z − y)dz

)
g(y)dy.

On applique le théorème de Fubini,

A =

∫
IR
ϕ(z)

(∫
IR
f(z − y)g(y)dy

)
dz =

∫
IR
ϕ(z)f ∗ g(z)dz.

�

Nous donnons à présent des exemples de convolutions. Nous commençons par le cas discret.

Proposition 11 X et Y désignent deux v.a.r. indépendantes.

X de loi B(n, p) et Y de loi B(m, p), alors X + Y a pour loi B(n+m, p). (1.10)

X de loi P(λ) et Y de loi P(µ), alors X + Y a pour loi P(λ+ µ). (1.11)

Preuve : 1) En ce qui concerne les lois binomiales on peut montrer directement la propriété
(1.10). Il est plus rapide d’utiliser la représentation probabiliste d’une somme somme de v.a.
de Bernoulli indépendantes.
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2) On suppose que X et Y sont indépendantes, X de loi P(λ) et Y de loi P(µ). On évalue :

IP(X + Y = n) =

n∑
i=0

IP(X = i)IP(Y = n− i) =

n∑
i=0

λi

i!
e−λ

µn−i

(n− i)!
e−µ

=
1

n!
e−(λ+µ)

(
n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
λiµn−i

)
=

1

n!
e−(λ+µ)

(
n∑
i=0

Cinλ
iµn−i

)

=
1

n!
e−(λ+µ)(λ+ µ)n.

L’égalité précédente signifie que X + Y a pour loi P(λ+ µ). �

Théorème 2 X et Y désignent deux v.a.r. gaussiennes indépendantes, X de loi N (m,σ2) et
Y de loi N (n, τ 2), alors

X + Y a pour loi N (m+ n, σ2 + τ 2). (1.12)

Remarque. Supposons que X et Y soient deux v.a.r. gaussiennes. Dès que l’on sait que X+Y
est une v.a.r. gaussienne, on calcule les paramètres sans difficulté :

IE(X + Y ) = IE(X) + IE(Y ) = m+ n; Var(X + Y ) = VarX + VarY = σ2 + τ 2.

Preuve du théorème
a) D’après la réprésentation des v.a. gaussiennes,

X = σU +m; Y = τV + n,

où U et V sont deux v.a.r. gaussiennes réduites et centrées. De plus U = X−m
σ et V = Y−n

τ ,
donc U et V sont indépendantes. Il suffit de montrer que σU + τV est une v.a.r. gaussienne
(ce qui revient à supposer m = n = 0).
b) Mais σU (resp. τV ) a pour densité :

f0,σ2(x) =
1

σ
√

2π
e−x

2/2σ2
(resp. f0,τ2(x) =

1

τ
√

2π
e−x

2/2τ2)

donc σU + τV a pour densité ϕ = f0,σ2 ∗ f0,τ2 .

ϕ(x) =
1

2πστ

∫
IR

exp

{
−(x− y)2

2σ2
− y2

2τ2

}
dy.

Posons ρ2 = σ2 + τ2, A = (x−y)2

σ2 + y2

τ2
. On met A sous forme canonique (par rapport à la

variable y, x étant considéré comme fixé) :

A =
ρ2

σ2τ2
y2 − 2xy

σ2
+
x2

σ2
=

ρ2

σ2τ2

(
y2 − 2τ2

ρ2
xy

)
+
x2

σ2
,
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A =
ρ2

σ2τ2

((
y − τ2

ρ2
x

)2

− τ4

ρ4
x2

)
+
x2

σ2
=

ρ2

σ2τ2

(
y − τ2

ρ2
x

)2

+
x2

ρ2
.

Par conséquent,

ϕ(x) =
1

ρ
√

2π

(∫
IR
fz,u2(y)dy

)
e−x

2/2ρ2 ; z =
τ2

ρ2
x, u =

σ2τ2

ρ2
,

où fz,u2 désigne la densité de la loi gaussienne de moyenne z et de variance u2. Mais alors,

ϕ(x) =
1

ρ
√

2π
e−x

2/2ρ2 = f0,ρ2(x).

Ce qui montre que σU + τV est une v.a.r. gaussienne de moyenne nulle et de variance ρ2. �

1.7 Convergences stochastiques

Considérons une suite de variables aléatoires (Xn)n≥1 à valeurs dans IRd, définies sur un même
espace de probabilité (Ω,A, IP) et étudions son comportement asymptotique lorsque n tend
vers l’infini.

Convergence en loi

Définition 8 La suite de variables aléatoires (Xn)n≥1 converge en loi vers une variable aléatoire
X si, pour toute fonction test ϕ ∈ C0

b (IR
d), on a

IE[ϕ(Xn)]→ IE[ϕ(X)] lorsque n→∞.

Dans cette définition, C0
b désigne l’ensemble des fonctions continues bornées.

Notation.
Xn

L−→
n→∞

X

Remarque.
1) Comme la convergence en loi ne dépend pas précisément de X mais juste de sa loi IPX , on
parlera aussi de convergence en loi vers une mesure de probabilité µ sur IRd :

pour tout ϕ ∈ C0
b (IR

d), IE(ϕ(Xn))→
∫

IRd
ϕ(x)dµ(x), lorsque n→∞.

2) Supposons que Xn
L−→ X et que, pour tout n ∈ IN∗, IE[|Xn|] < ∞ et IE[|X|] < ∞. Il n’en

résulte pas que la suite (IE[Xn])n≥1 converge, ni que, si elle converge, elle ait pour limite IE[X].

Exemple : On considère une suite de réels (an)n≥1 strictement positifs et une suite de va-
riables aléatoires dont la loi est définie par : IP(Xn = an) = 1

n
et IP(Xn = 0) = 1 − 1

n
, alors
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Xn
L−→ X(= 0). Il est intéressant de comparer alors IE[Xn] avec IE[X] pour les suites de réels

suivantes : an =
√
n, n, n2 et n(2 + (−1)n).

Proposition 12 (pour d = 1) Soit Fn la fonction de répartition de Xn et F celle de X. Alors

Xn
L−→ X si et seulement si, en tout point x de continuité de F , on a Fn(x)→ F (x) lorsque

n→∞.

Exemple.
On définit une suite de variables aléatoires réelles : Xn suit une loi gaussienne N1(0, 1

n
). Alors

Xn
L−→ 0 lorsque n→∞. En effet, pour tout n ∈ IN∗ et x ∈ IR,

Fn(x) =
n√
2π

∫ x

−∞
exp−(un)2

2
du =

1√
2π

∫ xn

−∞
exp−v

2
dv.

Ainsi Fn(x) −→
n→∞

F̃ (x) =


0, si x < 0,
1/2, si x = 0,
1, si x > 0.

Par ailleurs,

F (x) =

{
0 si x < 0,
1 si x ≥ 0.

Il résulte donc que F̃ (x) = F (x) pour tout x ∈ IR∗. Or 0 est un point de discontinuité de F ,
on obtient bel et bien Fn → F en tout point de continuité de F .

Convergence en probabilité

Définition 9 La suite de variables aléatoires Xn converge en probabilité vers la variable
aléatoire X si

∀ε > 0, lim
n→∞

IP(|Xn −X| ≥ ε) = 0.

Notation.
Xn

p−→
n→∞

X

La seconde remarque établie pour la convergence en loi est valable également pour la conver-
gence en probabilité. Notons que la convergence en probabilité est compatible avec les opérations
algébriques élémentaires :

Proposition 13 Si la suite de variables aléatoires ((Xn, Yn))n≥1 converge en probabilité vers
le point aléatoire (X, Y ) alors

— Xn + Yn
p−→

n→∞
X + Y

— λXn
p−→

n→∞
λX (λ ∈ IR)
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— XnYn
p−→

n→∞
XY

— Xn/Yn
p−→

n→∞
X/Y si IP(Y = 0) = 0.

Théorème 3 (Critère de convergence)

S’il existe r > 0 tel que IE[|Xn|r] −→
n→∞

0 alors Xn
p−→

n→∞
0.

Preuve : On utilise l’inégalité de Markov :

IP(|Xn| > ε) ≤ IE[|Xn|r]
εr

.

�

Convergence presque-sûre

Définition 10 La suite de variables aléatoires Xn converge presque-sûrement vers X s’il existe
un ensemble A ⊂ Ω tel que

∀ω ∈ A lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) et IP(A) = 1.

Notation : Xn
p.s.−→
n→∞

X

Proposition 14 (critère) Posons, pour tout ε > 0, En(ε) = {|Xn − X| > ε} et E(ε) =
lim supn→∞En(ε) =

⋂
n≥1

⋃
k≥nEk(ε) alors Xn converge p.s. vers X si, pour tout ε > 0, on a

IP(E(ε)) = 0.

Proposition 15 (critère de convergence)

— Si, pour tout ε > 0, la série de terme général IP(|Xn−X| > ε) converge alors Xn
p.s.−→
n→∞

X.
— Si ∃r > 0 tel que la série de terme général IE[|Xn−X|r] soit convergente alors Xn

p.s.−→
n→∞

X.

Autres convergences

Définition 11 La suite de variables aléatoires Xn converge en moyenne vers X si

IE(‖Xn −X‖) −→
n→∞

0.

23



Notation : Xn
L1

−→
n→∞

X

Définition 12 La suite de variables aléatoires Xn converge en moyenne quadratique si

IE(‖Xn −X‖2) −→
n→∞

0.

Notation : Xn
L2

−→
n→∞

X

Comparaison des types de convergence

convergence en moyenne quadratique
⇓

convergence en moyenne convergence presque-sûre
⇓ ⇓

convergence en probabilité
⇓

convergence en loi

Proposition 16 Soit une suite (Xn)n≥1 qui converge en probabilité vers X, alors il existe une
suite partielle (Xnk) extraite de (Xn)n≥1 qui converge presque-sûrement vers X.
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Chapitre 2

Fonctions caractéristiques

2.1 Fonctions caractéristiques : définition et propriétés

Pour déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire, il existe plusieurs outils à notre
diposition. Nous avons déjà vu que la fonction de répartition déterminait de façon unique la loi
de probabilité. Malheureusement cette fonction n’est pas facilement calculable de façon expli-
cite pour certaines lois comme la loi de Gauss (c’est donc problématique ! !). Dans ce chapitre
nous nous intéressons donc à un autre outil, appelé fonction caractéristique, qui joue le même
rôle que la fonction de répartition mais qui est à valeurs complexes. L’analyse complexe nous
permet alors de faire beaucoup plus de calculs explicites.

Définition 13 Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction caractéristique
de X (ou de la loi de X) la fonction de la variable réelle t définie par :

ϕX(t) = E[eitX ].

En d’autres termes, la fonction caractéristique est la transformée de Fourier de la loi PX .
En effet,

ϕX(t) =

∫
R
eitxdPX(x).

Notons que cette fonction est toujours bien définie puisque le module de l’exponentielle com-
plexe vaut 1.

Remarque 1 1. Si X est une variable aléatoire de loi discrète
∑

k≥0 pxkδk alors

ϕX(t) =
∑
k≥0

pke
itxk

2. Si X est une variable absolument continue, de densité f , alors

ϕX(t) =

∫
R
eitxf(x) dx.
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Ainsi ϕX correspond à la transformée de Fourier de la densité f . La transformée de Fourier
est bien définie puisque f , la densité, est une fonction intégrable (au sens de Lebesgue).

Dans un premier temps, nous présentons quelques propriétés élémentaires des fonctions ca-
ractéristiques :

Proposition 17 Désignons par ϕ la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle
X. Alors

1. ϕ est une fonction définie et continue pour tout t réel

2. ϕ est bornée et pour tout t, on a |ϕ(t)| ≤ ϕ(0) = 1.

3. ϕ est une fonction hermitique ϕ(−t) = ϕ(t).

4. pour tous réels a et b, on a

ϕaX+b(t) = eibtϕX(at).

5. si la loi de X est symétrique alors ϕ est une fonction réelle paire

6. toute combinaison convexe de fonctions caractéristiques est une fonction ca-
ractéristique.

7. si ϕ est intégrable, au sens où
∫
R |ϕ(t)| dt < +∞, alors X possède la densité obtenue

par inversion de Fourier :

x ∈ R 7→ f(x) =
1

2π

∫
R
e−itxϕ(t) dt.

Nous n’allons pas détailler la démonstration de ces propriétés élémentaires. Certaines d’entre
elles seront abordées en exercice. La dernière propriété repose sur les propriétés de la trans-
formée de Fourier (voir le cours d’Analyse Fonctionnelle). Donnons juste quelques idées pour
la continuité de la fonction caractéristique lorsque X a une densité f . Soient u et v deux réels
alors

|ϕ(u)− ϕ(v)| =
∣∣∣∣∫

R
(eiux − eivx)f(x) dx

∣∣∣∣ .
Comme eiux − eivx = eivx(ei(u−v)x − 1), on obtient

|ϕ(u)− ϕ(v)| ≤
∫
R
|ei(u−v)x − 1||f(x)| dx.

D’après le théorème de la convergence dominée, le membre de droite de l’inégalité précédente
tend vers 0 lorsque u− v tend vers 0. La fonction caractéristique est donc même uniformément
continue. Lorsque la variable X n’est pas à densité le même raisonnement s’applique, il suffit
de remplacer f(x) dx par dP(x).

Le tableau suivant donne les fonctions caractéristiques des lois de probabilité usuelles.
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Loi Expression analytique Fonction caractéristique

Bernoulli B(p) p0 = 1− p, p1 = p (1− p) + peit

Loi binomiale pk =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k

(
(1− p) + peit

)n
Loi géométrique G(p) pk = (1− p)k−1p, (k ≥ 1)

peit

1− (1− p)eit

Loi de Poisson P(λ) pk = e−λ λ
k

k!
exp{λ(eit − 1)}

Loi uniforme U([a, b]) f(x) = 1[a,b](x)
sin{(b− a)t/2}

(b− a)t/2
eit(a+b)/2

Loi exponentielle E(λ) f(x) = λe−λx1{x≥0}
λ

λ− it

Loi de Cauchy C(0, 1) f(x) = 1
π

1
1+x2

e−|t|

Loi gaussienne N (µ, σ2) f(x) =
1

σ
√

2π
exp−(x− µ)2

2σ2
exp

{
iµt− σ2t2

2

}

Détaillons juste les calculs pour la loi gaussienne. Supposons queX ∼ N (µ, σ2) alors en utilisant
un changement de variable, on peut remarquer que

G =
1

σ
(X − µ) ∼ N (0, 1).

En utilisant les propriétés élémentaires des fonctions caractéristiques, on a donc

ϕX(t) = eitµ ϕG(tσ).

Il suffit ainsi de calculer ϕG(t) c’est-à-dire

ϕG(t) =
1√
2π

∫
R
eitxe−

x2

2 dx
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Par dérivation sous le signe intégral, on en déduit

ϕ′G(t) =
1√
2π

∫
R
ixeitxe−

x2

2 dx

=
1√
2π

(
−i
∫
R
(it− x)eitxe−

x2

2 dx− t
∫
R
eitxe−

x2

2 dx

)
=

1√
2π

(
−i
[
eitx−

x2

2

]+∞

−∞
− t
∫
R
eitxe−

x2

2 dx

)
= −tϕG(t).

On résout donc l’équation différentielle ϕ′G(t) = −tϕG(t) avec la condition initiale ϕG(0) = 1.

On obtient alors ϕG(t) = e−
t2

2 puis on en déduit ϕX . Une autre démonstration est proposée
dans le chapitre sur les vecteurs aléatoires gaussiens.

Théorème 4 (Théorème d’unicité) La fonction caractéristique d’une variable aléatoire
détermine sa loi de probabilité.

Ainsi deux variables aléatoires ayant la même fonction caractéristique ont la même loi. L’idée
repose sur le fait que les fonctions exponentielles complexes x 7→ eitx forment un ensemble
suffisamment gros de fonctions bornées. Ainsi, si l’égalité

E[f(X)] = E[f(Y )]

est vérifiée pour toute fonction f dans cet ensemble, elle le sera pour toute fonction f bornée.
Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser la propriété ancipitale de certaines densités de
probabilité.

Définition 14 On dit qu’une variable aléatoire continue Y a la propriété ancipitale si sa
fonction caractéristique ϕY et sa densité fY sont égales à un facteur multiplicatif près.

On peut noter que la loi normale N (0, 1) a la propriété ancipitale.

Lemme 1 Soient X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle ancipitale
indépendante de X. Alors X + Y admet une densité qui ne dépend de la loi de X qu’à travers
la fonction caractéristique ϕX . Cette propriété est aussi vérifiée pour X + εY avec ε ∈ R∗.

Preuve : D’après l’hypothèse du Lemme, il existe une constante c > 0 telle que fY = cϕY .
Ainsi la densité de X + Y , qui est obtenue par le produit de convolution, satisfait

fX+Y (t) =

∫
R
fY (t− x)dPX(x) = c

∫
R
ϕY (t− x)dPX(x)

Comme ϕY est une fonction caractéristique, on a

fX+Y (t) = c

∫
R2

ei(t−x)yfY (y)dy dPX(x)
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L’intégrale double est absolument convergente : on peut donc appliquer le théorème de Fubini
et ainsi

fX+Y (t) = c

∫
R
eityfY (y)ϕX(−y)dy

On constate que cette densité ne dépend de la loi de X que par ϕX . �

Nous en venons donc à la preuve du théorème d’unicité.

Preuve : Considérons la loi de X+Y , où Y est une variable aléatoire continue indépendante
de X. Pour cela, on étudie la fonction de répartition FX+Y (z) donnée par

FX+Y (z) = P(X + Y ≤ z) =

∫ z

−∞
fX+Y (u)du.

En appliquant le théorème de Fubini, on a

FX+Y (z) =

∫
R

(∫ z

−∞
fY (u− t)du

)
dPX(t) =

∫
R

(∫ z−t

−∞
fY (y)dy

)
dPX(t)

=

∫
R
FY (z − t)dPX(t).

Ici FY désigne la fonction de répartition de la variable aléatoire Y . Considérons maintenant
le cas particulier où Yn = εnG avec G ∼ N (0, 1) indépendante de X et εn > 0 un petit
paramètre que nous allons faire tendre vers 0. Il est clair que G est une variable aléatoire
ancipitale. Lorsque εn tend vers 0, la suite de variables aléatoires εnG converge en loi vers 0
(voir l’exemple qui suit la Proposition 12). On en déduit en particulier que

lim
n→∞

FYn(z − t) = 1{t≤z} pour tout t 6= z.

Si on choisit z tel que P(X = z) = 0 alors on peut appliquer le théorème de convergence
dominée pour obtenir :

lim
n→∞

FX+Yn(z) =

∫
R

1{t≤z}dPX(t) = FX(z)

Comme le membre de gauche de l’inégalité précédente ne dépend de la loi de X que par ϕX , le
membre de droite satisfait la même propriété. On en déduit que la fonction de répartition de
X (en dehors de ses points de discontinuité) ne dépend que de la fonction caractéristique ϕX .
Pour conclure il suffit de se rappeler que FX est une fonction continue à droite qui n’admet au
plus qu’un nombre dénombrable de discontinuités ce qui permet de définir de manière unique
la fonction de répartition qui elle-même détermine de façon unique la loi de probabilité. �

La preuve du résultat d’unicité des fonctions caractéristiques établit un lien fort entre les fonc-
tions caractéristiques et les fonctions de répartition en dehors de leurs points de discontinuité.
Or nous avons déjà caractérisé la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires à l’aide
des fonctions de répartition (Proposition 12). Il est aussi possible de le faire par les fonctions
caractéristiques.
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Théorème 5 (de Paul Lévy) Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires de fonctions
caractéristiques ϕn et Z une variable aléatoire de fonction caractéristique ϕZ. Si ϕn converge
vers ϕZ au sens de la convergence simple alors Xn converge en loi vers Z.

La preuve de ce théorème ne sera pas démontrée en détail ici. L’idée est la suivante : on
peut montrer que si ϕXn → ϕZ alors Xn + εG converge en loi vers Z + εG lorsque n tend vers
l’infini et cela, pour G une gaussienne centrée réduite indépendante de la suite (Xn). Il suffit
alors de faire tendre ε vers 0. On en déduit que Xn converge en loi vers Z.

Le résultat suivant illustre que la régularité de la fonction caractéristique est directement reliée
à son intégrabilité.

Proposition 18 Soit X une variable aléatoire de carré intégrable (satisfaisant E[X2] <∞).
Sa fonction caractéristique est C2(R) et admet le DL suivant en 0 :

ϕX(t) = 1 + itE[X]− t2

2
E[X2] + o(t2).

Ce résultat est tout à fait primordial, il permet en effet de calculer les premiers moments
de la variable aléatoire à partir de sa fonction caractéristique. Cela ne pouvait se faire aussi
simplement avec la densité ou la fonction de répartition.

Notons alors que
Var(X) = −ϕ′′X(0) + ϕ′X(0)2.

On se propose maintenant de démontrer la Proposition 18.

Preuve : Soit t ∈ R alors
1

h
(ei(t+h)X − eitX)→ iXeitX

presque sûrement lorsque h tend vers 0. Comme pour tout a et b on a |eia − eib| ≤ |b− a| on
en déduit ∣∣∣∣1h (ei(t+h)X − eitX)

∣∣∣∣ ≤ |X|.
La variable X étant de carré intégrable, |X| est intégrable et le théorème de convergence
dominée implique

lim
h→0

E
(

1

h
(ei(t+h)X − eitX)

)
= E[iXeitX ].

On en déduit que

lim
h→0

1

h
(ϕX(t+ h)− ϕX(t)) = E[iXeitX ].

La fonction ϕX est donc dérivable et on peut calculer sa dérivée. En appliquant à nouveau
le théorème de convergence dominée, on peut montrer que ϕ′X est continue et même C1 avec
ϕ′′X(t) = −E[X2eitX ]. Il suffit alors d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral pour
obtenir le résultat annoncé. �

Ce résultat peut évidemment se généraliser aux ordres supérieurs.
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Ainsi si X satisfait E[|X|n] <∞ pour un certain ordre n, alors

— ϕX est continûment différentiable jusqu’à l’ordre n inclus
— pour tout 0 ≤ k ≤ n, on a ϕ

(k)
X (0) = ikE[Xk]

— ϕX est représenté par la formule de Taylor :

ϕX(t) =
n∑
k=0

(it)k

k!
E[Xk] + o(|t|n)

lorsque t→ 0.

Corollaire 1 Soit Z une v.a. de loi gaussienne réduite et centrée, alors Z admet des moments
de tous ordres, les moments impairs sont nuls et

IE[Z2k] =
(2k)!

2kk!
; k ≥ 1. (2.1)

Preuve : On a démontré que la fonction caractéristique de Z vaut :

ϕZ(t) = IE[eitZ ] = e−t
2/2 =

∑
k≥0

(−1)k

2kk!
t2k; ∀t ∈ IR.

Mais ϕZ est analytique et admet pour développement : ϕZ(t) =
∑
n≥0

ϕ
(n)
Z (0)

n!
tn. Il suffit ensuite

d’identifier. �

Le lien entre l’indépendance et les fonctions caractéristiques est le suivant,

Proposition 19 Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors,

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t); ∀t ∈ IRn. (2.2)

Preuve : En effet,

ϕX+Y (t) = IE[eit(X+Y )] = IE[eitXeitY ] = IE[eitX ]IE[eitY ] = ϕX(t)ϕY (t).

�

Il est finalement possible de définir des fonctions caractéristiques pour des couples de variables
aléatoires. Soit (X, Y ) un vecteur aléatoire alors la fonction de deux variables

ϕ(X,Y )(t, u) = E[eitX+iuY ]

est la fonction caractéristique du couple. En particulier cette fonction détermine de façon unique
la loi jointe du couple (X, Y ).
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2.2 Application aux théorèmes limites

Dans cette section, on souhaite utiliser les fonctions caractéristiques pour démontrer le théorème
de la limite centrale. Pour ce faire, nous nous intéresserons dans un premier temps à la loi des
grands nombres puis nous en viendrons au TCL.

Loi des grands nombres

Nous rappelons les lois faible et forte des grands nombres. Nous considérons une suite de
variables aléatoires (Xn)n≥1 et construisons sa somme partielle :

Sn = X1 +X2 + . . .+Xn.

Lorsque les variables aléatoires (Xn)n≥1 ont la même loi, on notera E[X] leur espérance com-
mune et Var(X) = σ2

X leur variance commune.

Théorème 6 (Loi faible des grands nombres).
On suppose que (Xn)n≥1 est formée de variables aléatoires indépendantes et de même loi
possédant un moment d’ordre deux, c’est-à-dire E[X2] < ∞. Alors la suite (Sn

n
)n≥1 converge

en probabilité vers E[X] lorsque n tend vers l’infini.

Preuve : La preuve de ce résultat repose sur l’inégalité de Bienaymé-Tchebitchef. En effet
en considérant la variable aléatoire Zn = Sn/n on a les paramètres suivants : E[Zn] = E[X]
et comme les variables aléatoires Xn sont indépendantes entre elles,

Var(Zn) =
1

n2
Var(Sn) =

1

n2

n∑
k=1

Var(Xn) =
1

n
σ2
X .

L’inégalité de Bienaymé-Tchebitchef nous donne alors, pour tout ε > 0,

P(|Zn − E[Zn]| > ε) ≤ Var(Zn)

ε2
=
σ2
X

nε2
.

Comme E[Zn] = E[X], on en déduit que

lim
n→∞

P
(∣∣∣∣Snn − E[X]

∣∣∣∣ > ε

)
= 0

ce qui signifie que Sn/n converge en probabilité vers E[X] (voir la section dans le premier
chapitre traitant des convergences stochastiques). �

La démonstration de ce résultat est particulièrement sympathique mais il arrive que les va-
riables aléatoires considérées ne soient hélas pas de carré intégrable. Nous présentons alors une
version plus générale de la loi faible des grands nombres.

Théorème 7 On suppose que (Xn)n≥1 est formée de variables aléatoires intégrables i.e.
E[|Xn|] < ∞, indépendantes et de même loi. Alors la suite (Sn

n
)n≥1 converge en probabilité

vers E[X] lorsque n tend vers l’infini.
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La seule condition sur les variables aléatoires est l’intégrabilité. Ce résultat repose sur un
lemme concernant la convergence en probabilité.

Lemme 2 Si une suite de variables aléatoires (Xn)n≥1 converge en loi vers une constante a
alors (Xn)n≥1 converge vers a en probabilité.

Preuve : On considère l’intervalle A =]a− ε, a+ ε[. Comme A est un intervalle ouvert Ac est
un fermé de R, on en déduit que 1Ac est une fonction borélienne. Ainsi comme Xn converge
vers X en loi, on a

lim
n→∞

E[1Ac(Xn)] = E[1Ac(a)] = 1Ac(a) = 0.

En réécrivant la limite on obtient :

lim
n→∞

P(|Xn − a| > ε) = 0,

ce qui correspond à la convergence en probabilité. �

On peut alors démontrer la loi faible des grands nombres pour des variables juste intégrables.

Preuve :(loi faible) Soit ϕn la fonction caractéristique de Sn/n et ϕ celle de X1. Les variables
aléatoires sont indépendantes et de même loi, ainsi

ϕn(t) = E[eitSn/n] =
(
ϕ(t/n)

)n
.

Puisque X1 est intégrable, la fonction ϕ est dérivable et ϕ′(0) = iE[X]. Par conséquent, au
voisinage de 0, on a ϕ(t) = 1 + itE[X] + o(t). On en déduit

ϕn(t) =
(

1 + i
t

n
E[X] + o(

1

n
)
)n

= exp
{
n log(1 + i

t

n
E[X] + o(

1

n
))
}

Sachant que log(1 + z) est équivalent à z au voisinage de 0, on en déduit :

lim
n→∞

ϕn(t) = eitE[X].

Ce qui signifie que Sn/n converge en loi vers la constante E[X] lorsque n tend vers l’infini. Il
suffit alors d’appliquer le Lemme 2 pour démontrer la loi faible des grands nombres. �

Théorème 8 (loi forte des grands nombres) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et de même loi.

1. La suite (Sn/n)n≥1 converge presque sûrement si et seulement si les variables aléatoires
(Xn)n≥1 sont intégrables.

2. Si les variables aléatoires (Xn)n≥1 sont intégrables alors Sn/n converge presque
sûrement et dans L1(Ω) vers E[X].
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Preuve : Nous allons montrer juste une partie du résultat. Montrons que si les variables Xn

admettent un moment d’ordre deux, alors Sn/n converge presque sûrement vers E[X].
On suppose que E[X2] <∞. En écrivant Xn = X+

n −X−n où X+
n (resp. X−n ) désigne la partie

positive de Xn (resp. la partie négative), on peut supposer que les variables Xn sont positives
et de carré intégrable.
Considérons Zn = Sn2/n2. On peut alors calculer l’espérance et la variance de Zn. On a
E[Zn] = E[Sn2 ]/n2 = E[X] et Var(Zn) = Var(Sn2)/n4 = σ2

X/n
2. Ainsi l’inégalité de Bienaymé-

Tchebitchef nous assure :

αn := P
(∣∣∣∣Sn4

n4
− E[X]

∣∣∣∣ > ε

)
≤
σ2
X

n2
.

Ainsi αn est le terme général d’une série convergente ce qui implique d’après le critère de
convergence (Proposition 15) que Sn2/n2 converge presque sûrement vers E[X].
Les variables Xn étant positives, la suite n 7→ Sn est croissante. Par conséquent, pour tout k
entier vérifiant n2 ≤ k ≤ (n+ 1)2, on a Sn2 ≤ Sk ≤ S(n+1)2 . D’où

Sk
k
≤
S(n+1)2

n2
=
(n+ 1

n

)2 S(n+1)2

(n+ 1)2
,

Sk
k
≥ Sn2

(n+ 1)2
=
( n

n+ 1

)2Sn2

n2
.

On en déduit aisément la convergence presque sûre de Sk/k vers E[X] lorsque k →∞. �

Applications de la loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres a deux applications particulièrement importantes :
— la première application concerne l’estimation d’une probabilité. Imaginons que l’on observe

une suite de réalisations indépendantes d’une expérience aléatoire et qu’on souhaite estimer
la probabilité d’un événement A. On introduit alors la variable aléatoire Xn associée à
chaque expérience et qui vaut 1 lorsque A est réalisée et 0 sinon (une variable de Bernoulli
de paramètre inconnu p). En considérant la fréquence d’apparition de A au cours des n
premières expériences, définie par

fn =
X1 + . . . Xn

n
,

la loi forte des grands nombres nous assure que fn converge presque sûrement vers E[X1] = p.
Il s’en suit donc que fn est une bonne approximation de la valeur inconnue p.

— La seconde application importante est l’estimation de la valeur de certaines intégrales par
la méthode de Monte-Carlo. En effet considérons f une fonction bornée et son intégrale
I(f) définie par :

I(f) =

∫ 1

0

f(t)dt.
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On peut remarquer que l’intégrale s’exprime sous la forme d’une espérance de variable
aléatoire, notamment I(f) = E[f(U1)] où U1 est une variable aléatoire uniforme sur l’inter-
valle [0, 1]. En choisissant une suite de variables aléatoires uniformes indépendantes (Un)n≥1

on obtient alors que In définie par

In =
f(U1) + . . .+ f(Un)

n

converge presque sûrement vers I lorsque n→∞. Cela permet d’avoir une approximation
de I différente des approximations classiques données par exemple par la méthode des rec-
tangles ou des trapèzes. Les méthodes de Monte Carlo seront développées dans un chapitre
ultérieur.

Le théorème de la limite centrale ou ”central limit”

L’utilité du théorème de la limite centrale est de donner une vitesse de convergence dans la loi
des grands nombres.

Théorème 9 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi ad-
mettant un moment d’ordre deux, c’est-à-dire E[X2

n] < ∞ pour tout n ≥ 1. En notant Sn/n
la moyenne empirique, on observe la convergence suivante lorsque n tend vers l’infini :

√
n

σX

(Sn
n
− E[X]

)
L−→ Y ∼ N (0, 1).

Ce résultat explique la place fondamentale des variables aléatoires gaussiennes en probabi-
lités et en statistique. En effet la loi commune des variables Xn n’influence pas du tout celle de
la limite qui restera toujours gaussienne.

Une conséquence immédiate du théorème de la limite centrale est :

P
(
λ1 ≤

√
n
(X1 + . . .+Xn

n
− E[X]

)
≤ λ2

)
−→ 1√

2π

∫ λ2

λ1

e−t
2/2dt.

35



Preuve : On va utiliser le rôle essentiel de la fonction caractéristique. On pose

Yn :=

√
n

σX

(Sn
n
− E[X]

)
.

Soit t ∈ R, alors la fonction caractéristique satisfait

ϕYn(t) = E
[
e
it
√
n

σX
(Sn
n
−E[X])

]
= E

[
e
it 1
σX
√
n

∑n
k=1(Xk−E[X])

]
=

n∏
k=1

E
[
e
it 1
σX
√
n

(Xk−E[X])
]

par indépendance des Xk

=
(
E
[
e
it 1
σX
√
n

(Xk−E[X])
])n

car toutes les variables ont la même loi,

=
(
ϕX1−E[X]

( t

σX
√
n

))n
.

Comme X1 − E[X] est une variable aléatoire de moyenne nulle et d’écart-type σX , la Propo-

sition 18 nous assure de développement limité suivant : ϕX1−E[X](t) = 1 − σ2
X
2 t2 + o(t2). On

obtient donc

ϕX1−E[X]

( t

σX
√
n

)
= 1− t2

2n
+ o
( 1

n

)
.

Ainsi

ϕYn(t) =
(

1− t2

2n
+ o
( 1

n

))n
−→
n→∞

e−
t2

2 = ϕY (t).

La convergence des fonctions caractéristiques entrâıne la convergence en loi. �

Applications du théorème de la limite centrale

En appliquant le théorème de la limite centrale à différentes lois de probabilité, on obtient alors
les résultats suivants :

Corollaire 2 (théorème de De Moivre-Laplace) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables
indépendantes de loi de Bernoulli de paramètre p et soit Sn = X1 + . . . + Xn. Alors la suite
des variables aléatoires (Sn − np)/

√
np(1− p) converge en loi, lorsque n tend vers l’infini,

vers une v.a. gausienne centrée réduite.

On peut également s’intéresser à la loi de Poisson :

Corollaire 3 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables indépendantes de loi de Poisson de pa-
ramètre 1 et soit Sn = X1 + . . . + Xn. Alors la suite des variables aléatoires (Sn − n)/

√
n

converge en loi, lorsque n tend vers l’infini, vers une v.a. gausienne centrée réduite.

On peut finalement s’intéresser à l’approximation de la loi gamma par une gaussienne :

Corollaire 4 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables indépendantes de loi Gamma γ(a, b) et soit
Sn = X1 + . . .+Xn. Alors la suite des variables aléatoires (Sn − nab)/b

√
an converge en loi,

lorsque n tend vers l’infini, vers une v.a. gausienne centrée réduite.

36



37



38



Chapitre 3

Vecteurs aléatoires gaussiens

Les variables aléatoires gaussiennes apparaissent naturellement comme limite de sommes re-
normalisées, de v.a. indépendantes ; pour plus de précisions on peut se reporter a l’énoncé du
théorème central limite dans la section 4. Ainsi la somme cumulée de petites fluctuations au
niveau microscopique donne naissance à une fluctuation macroscopique gaussienne. En plus
de cette propriété de “normalité”, les v.a. gaussiennes à valeurs multidimensionnelles sont très
utilisées dans la modélisation de phénomènes physiques, car elles se prêtent extrêmement bien
au calcul.

3.1 Définitions et propriétés des variables aléatoires gaus-

siennes à valeurs réelles

Définition 15 Une variable aléatoire à valeurs réelles X est dite gaussienne réduite et centrée
si sa loi de probabilité admet la densité :

f(x) =
1√
2π

exp−x
2

2
, x ∈ IR.

On note N1(0, 1) cette loi. Rappelons que

IE[f(X)] =
1√
2π

∫
IR

f(x) exp

(
−x

2

2

)
dx,

pour toute fonction borélienne bornée ou positive. En particulier,∫
IR

exp

(
−x

2

2

)
dx =

√
2π.

Remarque : On introduit la fonction d’erreur erf définie par erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2) dt. Si

X suit une loi N1(0, 1) alors IP(|X| ≤
√

2x) = erf(x).
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Proposition 20 Soit X une v.a.r. gaussienne réduite et centrée.
1) Pour tout z ∈ C


, IE[|ezX |] <∞ et

IE[exp zX] = exp z2/2. (3.1)

En particulier
IE[exp(itX)] = e−t

2/2, ∀t ∈ IR. (3.2)

2) Pour tout n ∈ IN, on a

IE(Xn) =

{
0 si n est impair,
(2m)!

m!2m
, si n est pair, n = 2m.

(3.3)

Preuve : On vérifie que l’intégrale
∫

IR exp(zx− 1
2x

2)dx est absolument convergente pour tout
z complexe. Par conséquent la quantité ϕ(z) = IE(ezX) est bien définie et,

ϕ(z) =
1√
2π

∫
IR

exp(zx− 1

2
x2)dx.

Supposons z réel. On écrit zx− 1
2x

2 = −1
2(x− z)2 + z2

2 et l’on fait le changement de variable

y = x − z dans l’intégrale, il vient ϕ(z) = ez
2/2. Remarquons que ϕ et z → ez

2/2 sont deux
fonctions entières ; puisque ces deux fonctions cöıncident sur IR, elles sont égales sur C


. En

particulier, si z = it avec t ∈ IR, on a : IE(exp(itX)) = e−t
2/2, t ∈ IR.

Soit n ≥ 1. Sachant que lim|x|→∞
|x|n

ch(x) = 0, il existe une constante cn telle que

|x|n ≤ cn(ex + e−x), ∀x ∈ IR. (3.4)

Puisque IE(exp(aX)) existe pour tout réel a, on déduit de (3.4) que IE(|X|n) < ∞. Par
conséquent, IE(Xn) existe pour tout n ≥ 1.
Par ailleurs, en utilisant le développement en série entière de x→ eitx, on peut affirmer que,
presque sûrement,

eitX = lim
n→∞

Sn, Sn =

n∑
k=0

(it)k

k!
Xk.

Mais |Sn| ≤ Y avec

Y =

∞∑
k=0

|t|k|X|k

k!
= e|tX| ≤ etX + e−tX .

En utilisant à nouveau le fait que IE(exp(aX)) <∞, on en déduit que Y est intégrable. Une
application du théorème de Lebesgue, conduit à,

IE(exp(itX)) = IE

∑
n≥0

(itX)n

n!

 =
∑
n≥0

intn

n!
IE(Xn).

Par identification on en déduit (3.3). �
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Notons en particulier IE(X) = 0, Var(X) = 1. Ce qui justifie les termes réduit et centré.

Définition 16 Une variable aléatoire réelle Y est dite gaussienne s’il existe une v.a. X gaus-
sienne réduite et centrée, et deux réels a et b tels que Y = aX + b.

On peut identifier a et b à l’aide de l’espérance et la variance de Y , plus précisément,

IE(Y ) = b, VarY = a2 × VarX = a2.

Posons σ = |a| et m = b, et supposons a ≥ 0, alors

Y = σX +m, X de loi gaussienne réduite et centrée. (3.5)

Si a < 0, on écrit Y = (−a)(−X) + b, on peut se ramener au cas précédent en observant que
−X suit une loi gaussienne réduite et centrée.
La relation précédente permet d’exprimerX à l’aide de Y . En effet, soient Y une v.a. gaussienne,
m = IE(Y ) et σ = VarY . On suppose σ > 0. Alors la v.a. Y∗ = Y−m

σ
est une v.a. de loi gaussienne

réduite et centrée et
Y = σY∗ +m. (3.6)

On note N1(m,σ2) la loi d’une v.a. de loi gaussienne de moyenne m et de variance σ2. Un calcul
aisé montre :

1

σ
√

2π
exp−(x−m)2

2σ2
est la densité de N1(m,σ2). (3.7)

Soit Y de loi N1(m,σ2), on déduit de (3.6)

IE[exp(itY )] = eitm IE[exp i(tσ)Y∗].

Une application directe de (3.1) et (3.2) conduit à,

IE[exp(itY )] = exp

(
itm− t2

2
σ2

)
, t ∈ IR. (3.8)

En utilisant l’injectivité de la transformée de Fourier, on montre que si X est une v.a. telle que la
fonction caractéristique (c’est-à-dire la fonction t→ IE(exp(itX)) est égale à t→ exp(ita−t2b2)
où a ∈ IR et b ∈ IR, X est une v.a. gaussienne.

Proposition 21 Soient Y1 et Y2 deux v.a. gaussiennes, indépendantes, Y1 de loi N1(m1, σ
2
1),

Y2 de loi N1(m2, σ
2
2). Alors Y1 + Y2 est une v.a. gaussienne de loi N1(m1 +m2, σ

2
1 + σ2

2).

Preuve : Les v.a. Y1 et Y2 étant indépendantes, on a pour tout t réel :

ϕ(t) = IE[exp(it(Y1 + Y2))] = IE[exp(itY1)] IE[exp(itY2)].

De plus Y1 et Y2 sont gaussiennes, d’après (3.8), on a :

ϕ(t) = exp

(
itm1 −

t2σ2
1

2

)
exp

(
itm2 −

t2σ2
2

2

)
= exp

(
it(m1 +m2)− t2(σ2

1 + σ2
2)

2

)
.

�
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Remarques
1) Le résultat peut être faux si l’on ne suppose plus Y1 et Y2 indépendantes.
2) Plaçons-nous sous les hypothèses de la proposition 21. Si l’on sait que Y1 +Y2 est gaussienne,
de loi N1(m,σ2), il est aisé d’identifier les deux paramètres :

m = IE(Y1 + Y2) = IE(Y1) + IE(Y2) = m1 +m2,

σ2 = Var(Y1 + Y2) = VarY1 + VarY2 = σ2
1 + σ2

2.

La deuxième égalité a lieu car Y1 et Y2 sont deux v.a. indépendantes.
3) Le résultat se généralise sans difficulté au cas de n v.a. : soient Y1,Y2,...,Yn, n v.a.r.,
indépendantes, Yi de loi N1(mi, σ

2
i ), 1 ≤ i ≤ n, alors

Y1 + Y2 + ...+ Yn suit une loi N1

(
n∑
i=1

mi,
n∑
i=1

σ2
i

)
. (3.9)

3.2 Espérance et covariance de v.a. à valeurs vectorielles

Avant de considérer les vecteurs gaussiens, il est bon de rappeler les définitions et propriétés
des v.a. à valeurs vectorielles.

Définitions et notations

1) Si A est une matrice d’ordre, A∗ désigne la matrice transposée. En particulier si x ∈ IRn

est considéré comme un vecteur unicolonne, x∗ est une matrice uniligne. Si x et y sont deux
vecteurs de IRn, leur produit scalaire est noté :

< x, y >= x∗y = y∗x =
n∑
i=1

xiyi, x
∗ = (x1, ..., xn), y∗ = (y1, ..., yn).

2) Une v.a. X à valeurs dans IRn est la donnée de n v.a. à valeurs réelles X1,X2,...,Xn. On note
X la matrice unicolonne de coordonnées X1,X2,...,Xn :

X∗ = (X1, X2, ..., Xn) ou encore X =


X1

X2

X3

.

.
Xn

 . (3.10)

Pour d’évidentes raisons typographiques, on choisira la première écriture.
3) Soit X une v.a. de coordonnées X1,X2,...,Xn, on note IE(X) le vecteur unicolonne de coor-
données IE(X1),IE(X2),...,IE(Xn) :

IE(X)∗ = (IE(X1), IE(X2), ..., IE(Xn)). (3.11)
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On suppose bien sûr que chaque v.a. Xi admet une espérance.
4) Soit X (resp. Y ) une v.a. à valeurs dans IRn (resp. IRm), KX,Y est la matrice d’ordre n×m
(n lignes et m colonnes) définie par

KX,Y = IE[(X − IE(X))(Y − IE(Y ))∗]. (3.12)

Remarquons que X− IE(X) est une matrice n×1 et (Y − IE(Y ))∗ une matrice 1×m, le produit
(X − IE(X))(Y − IE(Y ))∗ est une matrice n×m. Soit KX,Y (i, j) l’élément de KX,Y situé à la
ième ligne et jème colonne, alors :

KX,Y (i, j) = Cov(Xi, Yj); 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, (3.13)

où Cov(U, V ) = IE(UV )− IE(U)IE(V ). Rappelons que si U et V sont deux v.a. à valeurs réelles,

Cov(U, V ) = IE[(U − IE(U))(V − IE(V ))] = IE[UV ]− IE[U ]IE[V ].

Si l’on choisit Y = X, la matrice KX,X est appelée matrice de covariance de X, on note pour
simplifier KX = KX,X . Cette matrice est carrée d’ordre n, et :

KX = IE[(X − IE(X))(X − IE(X))∗]. (3.14)

KX(i, j) = Cov(Xi, Xj); 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. (3.15)

Nous allons à présent donner quelques propriétés utiles en pratique. La démonstration en est
laissée au lecteur.

Propriétés

1) Soient X une v.a. à valeurs IRn, A une matrice d’ordre m× n, u un vecteur de IRm. Alors

IE[u+ AX] = u+ AIE(X). (3.16)

2) Comme dans le cas unidimensionnel, on a deux formules pour calculer la covariance :

KX,Y = IE(XY ∗)− IE(X)IE(Y )∗. (3.17)

En particulier,

KX = IE(XX∗)− IE(X)IE(X)∗. (3.18)

3) Soit A une matrice d’ordre m× n, X une v.a. à valeurs dans IRn et u ∈ IRm, alors

Ku+AX = KAX = AKXA
∗. (3.19)
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3.3 Vecteurs aléatoires gaussiens

Nous conservons bien sûr les notations de la section précédente, les v.a. vectorielles seront
représentées par des matrices unicolonnes.

Définition 17 Une v.a. X à valeurs dans IRn, est dite gaussienne (on dit aussi que X est un
vecteur aléatoire gaussien) si et seulement si pour tout λ ∈ IRn, λ∗ = (λ1, ..., λn),

< λ,X >= λ∗X =
n∑
i=1

λiXi est une v.a. gaussienne réelle. (3.20)

Remarques :
1) Il est clair que si X est un vecteur gaussien, alors chaque composante Xi de X est une v.a.r.
gaussienne.
2) L’exemple clé de vecteur gaussien est celui oùX1,...,Xn sont n v.a. gaussiennes, indépendantes.
Il suffit en effet d’appliquer directement (3.9). Attention ! L’hypothèse d’indépendance est es-
sentielle. Il est facile de construire un exemple où X1 et X2 sont deux v.a.r. gaussiennes telles
que (X1, X2) ne soit pas un vecteur gaussien.

Proposition 22 Soit K la matrice de covariance d’un vecteur gaussien X. Alors, pour tout
u ∈ IRn,

IE(exp(i < u,X >)) = ei<u,IE(X)>− 1
2
u∗Ku, (3.21)

où u est représenté sous la forme d’une matrice unicolonne.

Preuve : La v.a. Y =< u,X >= u∗X est une v.a. gaussienne et IE(Y ) =< u, IE(X) >. De
plus d’après (3.19) : VarY = u∗Ku. Par conséquent, une application directe de (3.8) conduit

à : IE[exp(i < u,X >)] = eiIE(Y )− 1
2

VarY . �

Remarques :
1) Si n = 1, on retrouve exactement la formulation de (3.8). On peut remarquer d’ailleurs que
pour établir la proposition 22, on se ramène au cas unidimensionel.
2) La proposition 22 signifie que la loi d’un vecteur gaussien X est caractérisée par sa moyenne
m et sa matrice de covariance K : si X et Y sont deux vecteurs gaussiens, ayant même moyenne
et même matrice de covariance, ils ont même loi. Attention cette propriété concerne les vecteurs
gaussiens, elle n’est pas vraie en général, il n’y a aucune raison pour que deux v.a. à valeurs
réelles qui ont même moyenne et même variance aient même loi.

Proposition 23 Soient X un vecteur gaussien à valeurs dans IRn, m sa moyenne et KX sa
matrice de covariance, A une matrice p × n (p lignes et n colonnes) et z un vecteur de IRp.
On pose Y = AX + z. Alors Y est un vecteur gaussien et

IE(Y ) = z + Am, KY = AKXA
∗, (3.22)

KY désignant la matrice de covariance de Y.
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Preuve : Soit u ∈ IRp représenté sous forme unicolonne. Alors

u∗Y = u∗z + u∗AX = u∗z + v∗X,

où l’on a posé v = A∗u.
X étant un vecteur gaussien, alors v∗X est une v.a.r. gaussienne. Y est bien un vecteur
gaussien. De plus, IE(Y ) = z +AIE(X) = z +Am; KY = AKXA

∗. �

Proposition 24 La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire est une matrice symétrique
et positive.

Preuve : Soit K la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X à valeurs dans IRn. Puisque
K(i, j) = Cov(Xi, Xj), il est clair que K est symétrique : K(i, j) = K(j, i) pour tout i et j
de {1, 2, ..., n}. Montrons que K est une matrice positive : u∗Ku ≥ 0, pour tout vecteur u de
IRn. En effet , posons Y = u∗X, alors Var(Y ) = u∗Ku ≥ 0. �

Théorème 10 Soient m un vecteur de IRn et Γ une matrice carrée symétrique positive d’ordre
n. Alors il existe un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance Γ.

Afin de prouver le théorème on commence par établir un résultat d’algèbre linéaire :

Lemme 3 Soit Γ une matrice d’ordre n, symétrique et positive. Alors il existe une matrice A,
carré d’ordre n telle que Γ = AA∗.

Preuve : (Lemme). Γ étant symétrique, il existe une matrice U orthogonale (UU∗ = U∗U =
Id) telle que D1 = U∗ΓU soit une matrice diagonale. On note λ1,λ2,...,λn les éléments situés
sur la diagonale de D1. Γ étant de plus positive, λi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}. Soit
D la matrice diagonale, dont les éléments situés sur la diagonale sont

√
λ1,
√
λ2,...,

√
λn. On

pose A = UD. Rappelons que U−1 = U∗, donc Γ = UD1U
∗. Mais D1 = D2 = DD∗, d’où

Γ = UDD∗U∗ = UD(UD)∗ = AA∗. �

Preuve :(Théorème). Soient Y1,Y2,...,Yn, n v.a. gaussiennes réelles, indépendantes,
équidistribuées et de lois N1(0, 1). On pose Y ∗ = (Y1, ..., Yn). Y est un vecteur gaussien.
On définit X par :

X = m+AY, (3.23)

où A est une matrice n × n, telle que Γ = AA∗. D’après la proposition 23, X est un vecteur
gaussien

IE(X) = m+ IE(AY ) = m+AIE(Y ) = m,

KX = AKYA
∗ = AIdA∗ = AA∗ = Γ.

�

Notation. Nn(m,Γ) désigne la loi d’un vecteur gaussien dans IRn de moyenne m et de matrice

45



de covariance Γ.

Remarque. Lorsque n = 1, la formule (3.23) est analogue à celle que l’on a vue en dimension
1 : X = m+ σY avec Y ∼ N1(0, 1) et σ l’écart-type de X.

Il est bon de retenir le procédé pour engendrer un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice
de covariance Γ : on considère

— A une ”racine carrée positive” de Γ, c’est-à-dire une matrice carrée telle que Γ = AA∗.
— Y1,Y2,...,Yn n v.a.r., indépendantes de loi gaussienne réduite et centrée.

Alors

X = m+ AY suit la loi Nn(m,Γ). (3.24)

Théorème 11 Soit X un vecteur gaussien, X∗ = (X1, ..., Xn). Alors les v.a. X1,X2,...,Xn

sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance K de X est diagonale.

Preuve : Il est clair que si X1,...,Xn sont indépendantes alors K(i, j) = cov(Xi, Xj) = 0 si
i 6= j. Donc K est diagonale.
Etudions la réciproque. Nous avons montré :

IE(exp(i < u,X >)) = ei<u,IE(X)>− 1
2
u∗Ku, u ∈ IRn. (3.25)

Mais K étant diagonale, on a :

u∗Ku =
n∑
l=1

u2
lK(l, l) =

n∑
l=1

u2
l Var(Xl). (3.26)

Notons φXl la fonction caractéristique de Xl : φXl(s) = IE[eisXl ], s ∈ IR. Si l’on choisit u tel
que ui = 0, pour tout i 6= l, (3.25) et (3.26) impliquent

φXl(ul) = IE(exp(iulXl)) = eiulIE(Xl)− 1
2
u2lVar(Xl).

On peut donc ré-écrire (3.25) sous la forme suivante :

φX1(u1)...φXn(un) = IE

[
exp

(
i

n∑
l=1

ulXl

)]
= IE[exp(i < u,X >)],

pour tout u = (u1, u2, ..., un). Ce qui signifie que les v.a. X1,X2,...,Xn sont indépendantes. �
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Théorème 12 Soit X un vecteur gaussien à valeurs dans IRn, de matrice de covariance K.
1) X admet une densité si et seulement si K est inversible.
2) Si K est inversible, la densité de X est donnée par :

f(x) =
1

(2π)n/2
1

(detK)1/2
exp−

(
1

2
(x−m)∗K−1(x−m)

)
(3.27)

avec m = IE(X).

Preuve : 1) a) On commence par établir un résultat préliminaire. Soit H un sous-espace
vectoriel de IRn, de dimension strictement plus petite que n. Si ξ est une v.a. à densité alors
IP(ξ ∈ H) = 0. En effet soit H ′ un hyperplan contenant H. Quitte à changer les coordonnées
on peut supposer que H ′ = {(x1, x2, ..., xn); xn = 0}. Notons ϕ la densité de ξ, on a :

IP(ξ ∈ H) = IP(ξ ∈ H ′) =

∫
IRn

ϕ(x1, x2, ..., xn)1I{xn = 0}dx1 dx2 ... dxn = 0.

b) On a vu (cf. formule (3.24)) que X a même loi que m + AY , où AA∗ = K et Y est
un vecteur dont toutes les composantes admettent des densités. Si A n’est pas inversible,
A considéré comme application linéaire a une image H strictement incluse dans IRn. Donc
AY ∈ H. Raisonnons par l’absurde : si X admet une densité, X −m aussi ; d’après ce qui
précède on a IP(X −m ∈ H) = 0 et IP(X −m ∈ H) = P (AY ∈ H) = 1. Par conséquent X
n’a pas de densité.
Lorsque A est inversible, l’application y 7→ m + Ay étant bijective et de classe C1, la v.a.
m+AY admet une densité.
Puisque AA∗ = K, det(A) det(A∗) = (det(A))2 = det(K), on a l’équivalence :

A inversible ⇐⇒ K est inversible.

2) Soit Y un vecteur gaussien centré de matrice de covariance identité. Il est clair que Y
admet pour densité :

g(y) =
1

(2π)n/2
exp−1

2
< y, y > .

Posons X ′ = AY +m donc Y = A−1(X ′ −m). Le jacobien de x→ A−1(x−m) est A−1, son
déterminant vaut det(A−1) = 1

det(A) . Mais

(det(A))2 = det(K) et K−1 = (AA∗)−1 = (A∗)−1A−1. De plus,

< y, y > = < A−1(x−m), A−1(x−m) >= (x−m)∗(A−1)∗A−1(x−m)

= (x−m)∗K−1(x−m).

Donc X ′ admet pour densité la fonction f définie par (3.27). Puisque X et X ′ ont même loi,
X admet pour densité f . �

47



3.4 Convergence vers la loi normale

On rappelle la loi forte des grands nombres :

Théorème 13 Soit (Xn; n ≥ 1) une suite de v.a. à valeurs dans IRk, indépendantes, de même
loi et telles que IE[‖X1‖] <∞, IE[X1] = m ∈ IRk. Alors

X1 +X2 + ...+Xn

n
(ω) −→ m, quand n→∞, pour tout ω ∈ Ω

sauf sur un ensemble de probabilité nulle.

Le théorème de la limite centrale précise un peu plus cette convergence :

Théorème 14 Soit (Xn; n ≥ 1) une suite de v.a. à valeurs dans IRk, indépendantes et de
même loi. On suppose que ces v.a. admettent un moment d’ordre 2. On note m leur espérance
commune et Γ la covariance de Xi. Alors

X1 +X2 + ...+Xn − nm√
n

converge en loi, lorsque n→∞ vers une v.a. de loi Nk(0,Γ).

Preuve : Pour démontrer la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires Tn vers
une variable aléatoire T il suffit de montrer la convergence des fonctions caractéristiques (voir
Appendice).

On pose Tn =
X1 +X2 + ...+Xn − nm√

n
.

On calcule alors la fonction caractéristique, qui peut s’ecrire comme le produit de n fonctions
caractéristiques car les variables aléatoires Xi sont indépendantes.

ΦTn(t) = IE[exp i < t, Tn >] = e−i<t,
√
nm>IE

[
exp i <

t√
n
,X1 >

]n
.

Par une simple translation, on se ramène à considérer des variables aléatoires centrées.

On pose X̃1 = X1 − m. Alors ΦTn(t) = IE

(
exp

i√
n
< t, X̃1 >

)n
. Comme X̃1 admet un

moment d’ordre 2, sa fonction caractéristique, c’est-à-dire sa tranformée de Fourier, admet
un développement de Taylor d’odre 2, ΦX1(t) = 1− 1

2 t
∗Kt+ o(|t|2). Ainsi, quand n→∞,

ΦTn(t) =

(
1−

(
t√
n

)∗
K

(
t√
n

)
+ o

(
|t|2

n

))n
−→ exp−1

2
t∗Kt.

�

Corollaire 5 Soit (Xn; n ≥ 1) une suite de v.a.r. de Bernoulli, indépendantes et de même
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loi, IP(Xn = 1) = p, IP(Xn = 0) = 1− p = q. Alors

X1 + ...+Xn − np√
npq

L−→
n→∞

N1(0, 1).

Remarque. En pratique dès que np > 15, on approxime la loi de X1+...+Xn−np√
npq

par N1(0, 1).

Notons que X1 + ...+Xn suit B(n, p).

3.5 Loi du chi-deux

Pour tout λ > 0 et a > 0, on note γ(λ, a) la loi sur IR de densité :

xλ−1

aλ
1

Γ(λ)

(
exp−x

a

)
1I{x>0}, (3.28)

où Γ(λ) =

∫ ∞
0

xλ−1e−xdx. Le but de cette section est de montrer qu’il existe un lien étroit

entre les lois gamma et gaussiennes. On commence par un résultat préliminaire.

Proposition 25 1) Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, la loi de X (resp. Y ) a pour
densité f (resp. g) alors X + Y a pour densité f ∗ g où

f ∗ g(x) =

∫
IR

f(x− t)g(t)dt =

∫
IR

g(x− t)f(t)dt; x ∈ IR.

2) En particulier si, X a pour loi γ(λ, a) et Y a pour distribution γ(µ, a) alors X + Y suit la
loi γ(λ+ µ, a).
3) Si X a pour loi γ(λ, a) et ρ > 0 alors ρX suit une loi γ(λ, aρ).

Preuve : 1) Le premier résultat est classique, on refait brièvement la démonstration. Soit ϕ
une fonction borélienne positive et ∆ = IE[ϕ(X+Y )]. Puisque le couple (X,Y ) a pour densité
f(x)g(y), on a,

∆ =

∫∫
IR2

ϕ(x+ y)f(x)g(y) dx dy.

On fait le changement de variables : u = x, v = x+ y, d’où

∆ =

∫∫
IR2

ϕ(v)f(u)g(v − u)dudv =

∫
IR
ϕ(v)(f ∗ g)(v)dv.

2) Etudions le cas particulier où X ∼ γ(λ, a) et Y ∼ γ(µ, a). X + Y a pour densité h, avec

h(x) =

∫ x

0

1

aλ
(x− t)λ−1 1

Γ(λ)
e−

x−t
a

1

aµ
tµ−1 1

Γ(µ)
e−

t
adt ; x ≥ 0,
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et h(x) = 0 si x < 0. On en déduit,

h(x) = c

(∫ x

0
(x− t)λ−1tµ−1dt

)
e−x/a, avec c =

1

aλ+µ

1

Γ(λ)Γ(µ)
. (3.29)

On fait le changement de variable t = ux, on obtient

h(x) = c′xλ+µ−1e−x/a; c′ = c

∫ 1

0
(1− u)λ−1uµ−1du. (3.30)

Mais on sait que h est une densité, d’où∫
IR
h(x)dx = c′

∫ ∞
0

xλ+µ−1e−x/adx = c′aλ+µΓ(λ+ µ) = 1. (3.31)

On a montré que X + Y suit une loi γ(λ+ µ, a).
3) Si X ∼ γ(λ, a) et ρ > 0, alors un changement de variable immédiat montre que ρX suit
une loi γ(λ, aρ). �

Remarque.
En utilisant (3.29), (3.30) et (3.31) on a montré :∫ 1

0

(1− t)λ−1tµ−1dt =
Γ(λ)Γ(µ)

Γ(λ+ µ)
; λ > 0, µ > 0. (3.32)

Définition 18 On appelle loi du chi-deux à n degrés de liberté, la loi de v.a.
n∑
i=1

X2
i , où les v.a.

X1,X2,...,Xn sont indépendantes et ont pour loi commune la loi gaussienne réduite et centrée.
On note χ2(n) cette distribution.

Proposition 26 La loi du χ2(n) cöıncide avec la loi γ(n/2, 2). En particulier la loi de
n∑
i=1

X2
i

est γ(n/2, 2), où les v.a. X1,X2,...,Xn sont indépendantes et de loi N1(0, 1).

Preuve : 1) On commence par calculer la loi de X2
1 . Posons ∆ = IE[f(X2

1 )] où f est une
fonction borélienne positive. On a :

∆ =
1√
2π

∫
IR
f(x2) exp−x

2

2
dx =

∫ ∞
0

f(x2) exp−x
2

2
dx.

On fait le changement de variable y = x2, il vient

∆ =
1√
2π

∫ ∞
0

f(y)y−1/2 exp(−y/2)dy.

Donc χ2(1) = γ(1/2, 2).

2) Posons ξn =
n∑
i=1

X2
i . Montrons par récurrence sur n ≥ 1 : ξn ∼ γ(n/2, 2).
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On a vu à l’étape précédente que ξ1 ∼ γ(1/2, 2), la propriété est réalisée pour n = 1. Ex-
plicitons n =⇒ n + 1. On remarque que X2

n+1 est indépendante de ξn, ξn ∼ γ(n/2, 2) et
X2
n+1 ∼ γ(1/2, 2). D’après le 2) de la proposition 25, ξn+1 ∼ γ(n/2 + 1/2, 2) = γ(n+1

2 , 2). �

On s’intéresse à une suite de n variables aléatoires gaussiennes. On introduit tout d’abord la
notion de moyenne et de variance empirique.
Soient X1,X2,...,Xn, n variables aléatoires indépendantes et de même loi à valeurs réelles. On
définit deux nouvelles v.a. X̄n et S2

n la moyenne et la variance empirique :

X̄n =
1

n
(X1 +X2 + ...+Xn); S2

n =
1

n− 1

(
n∑
k=1

(Xk − X̄)2

)
. (3.33)

En fait, la renormalisation étonnante de la variance empirique provient du fait que la moyenne
et la variance empirique sont des estimateurs sans biais de l’espérance et de la variance de la
loi de X1 : si m ∈ IR est l’espérance de X1 et σ2 sa variance, on a (exercice) : IE[X̄n] = m
et IE[S2

n] = σ2. Par ce procédé on peut donc obtenir une bonne approximation de la variance
d’une variable aléatoire par la variance empirique. Il est alors important de connâıtre l’erreur
commise dans un problème donné en prenant à la place de la variance (inconnue) la variance
empirique (qui est aléatoire). On s’intéresse donc à la loi de S2

n qui précisera sa distribution
autour de son espérance.

Théorème 15 Soient X1, X2,...,Xn, n v.a. réelles, indépendantes, de même loi gaussienne
N1(m,σ2). Alors
1) X̄n et S2

n sont indépendantes.
2) X̄n suit une loi N1(m, σ

2

n
) et n−1

σ2 S2
n a pour loi χ2(n− 1).

Preuve : 1) La première étape consiste à vérifier que l’on peut se ramener au cas où m = 0
et σ = 1. On pose

X ′i =
Xi −m

σ
⇐⇒ Xi = σX ′i +m 1 ≤ i ≤ n. (3.34)

Les v.a. X ′1, X ′2,...,X ′n sont indépendantes, chacune de loi N1(0, 1). On note X̄ ′n et S′2n la
moyenne et la variance empirique de cette nouvelle suite. On déduit de (3.34),

X̄n = σX̄ ′n +m. (3.35)

Par conséquent, Xi − X̄n = σ(X ′i − X̄ ′n). On en déduit

S2
n = σ2S′2n . (3.36)

Donc si le théorème 15 est réalisé lorsque m = 0 et σ = 1, d’après (3.35) et (3.36) ce théorème
l’est encore dans le cas général.
2) On suppose que chaque v.a. Xi est de loi N1(0, 1).
Soit u1 le vecteur de IRn de coordonnées 1√

n
, 1√

n
,..., 1√

n
. Ce vecteur est de norme 1, il existe

donc u2,u3,...,un de IRn tels que B = {u1, u2, ..., un} soit une base orthonormée de IRn.
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Soit A la matrice carrée d’ordre n, dont les colonnes sont u1,u2,...,un. Par construction A est
une matrice orthogonale : AA∗ = A∗A = Id. On note Y = A∗X, et Y ∗ = (Y1, Y2, ..., Yn).
D’après la proposition 23, Y est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance KY :

KY = A∗KX(A∗)∗ = A∗Id.A = A∗A = Id.,

les v.a. X1,X2,...,Xn étant indépendantes, réduites et centrées la matrice de covariance KX

de X est l’identité. Puisque la première ligne de A∗ est u∗1 =

(
1√
n
,

1√
n
, , ...,

1√
n

)
, on a :

Y1 =
1√
n

(X1 +X2 + ...+Xn) =
√
nX̄n. (3.37)

On va exprimer S2
n à l’aide de Y .

(n− 1)S2
n =

n∑
k=1

(Xk − X̄n)2 =

n∑
k=1

(X2
k − 2XkX̄n + X̄2

n)

=

(
n∑
k=1

X2
k

)
− 2X̄n

(
n∑
k=1

Xk

)
+ nX̄2

n.

Par conséquent,

(n− 1)S2
n =

(
n∑
k=1

X2
k

)
− 2X̄n(nX̄n) + nX̄2

n =

(
n∑
k=1

X2
k

)
− nX̄2

n. (3.38)

Mais Y = A∗X, A∗ est une matrice orthogonale, elle conserve la norme :

n∑
k=1

Y 2
k =

n∑
k=1

X2
k .

On déduit de (3.37) et (3.38) :

(n− 1)S2
n =

n∑
k=1

Y 2
k − Y 2

1 =

n∑
k=2

Y 2
k .

Y est un vecteur gaussien de matrice de covariance identité, les v.a. Y1,Y2,...,Yn sont donc
indépendantes et ont pour loi N1(0, 1), on en déduit l’indépendance de X̄n et S2

n. De plus
X̄n ∼ N1(0, 1/n), et d’après la proposition 26, la loi de S2

n est χ2(n− 1). �

3.6 Application à la statistique

Nous terminerons ce chapitre en donnant une application du théorème 15 à la théorie des tests
statistiques.
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On s’intéresse à l’approximation d’une loi discrète sur E = {1, 2, ..., k}, notée p = (p1, p2, ..., pk) :

pi > 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., k} et
k∑
i=1

pi = 1. (3.39)

On considère Y1,Y2,...,Yn, un échantillon de loi p ; ce qui signifie que les v.a. Y1,Y2,...,Yn sont
indépendantes et ont même loi p. On introduit :

Nn(i) = #{j; 1 ≤ j ≤ n, Yj = i} =
n∑
j=1

1I{Yj=i}; i ∈ E. (3.40)

Nn(i) est le nombre de fois où Yj = i, lorsque j varie de 1 à n, Nn(i)
n

est donc la fréquence
d’apparition de i.

Proposition 27 Soit
√
p le vecteur de IRk de coordonnées (

√
p1,
√
p2, ...,

√
pk). On note

Tn :=

(
Nn(1)− np1√

np1

,
Nn(2)− np2√

np2

, ...,
Nn(k)− npk√

npk

)
; n ≥ 1.

Alors Tn converge en loi, lorsque n → ∞, vers une v.a. de loi gaussienne Nk(0,Γ) avec
Γ = Id−√p(√p)∗.

Preuve : Soit (e1, e2, ..., ek) la base canonique de IRk. On introduit :

Xj =

k∑
l=1

1I{Yj=l}el; 1 ≤ j ≤ n. (3.41)

(Xj ; j ≥ 1) est une famille de vecteurs aléatoires, indépendants, de même loi, et à valeurs
dans IRk. Les Xj ont un moment d’ordre 2, d’après le théorème central limite,

Zn =
1√
n

 n∑
j=1

Xj − nIE(X)

 , converge en loi vers Nk(0, A),

où A désigne la matrice de covariance de X1. D’après (3.41),

Zn =
1√
n

 k∑
l=1


n∑
j=1

1I{Yj=l} − npl

 el

 =
1√
n

(
k∑
l=1

(Nn(l)− npl)el

)
.

Donc

Z∗n =

(
Nn(1)− np1√

n
,
Nn(2)− np2√

n
, ...,

Nn(k)− npk√
n

)
.
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Il reste donc à évaluer la matrice A = (ai,j).

ai,j = cov
(
1I{Y1=i}, 1I{Y1=j}

)
= IP(Y1 = i, Y1 = j)− IP(Y1 = i)IP(Y1 = j).

D’où ai,j = piδi,j − pipj , avec δi,j = 1I{i=j}. Soit u un vecteur de IRk, u∗ = (u1, u2, .., uk). On

lui associe v ∈ IRk , v∗ = (u1/
√
p1, u2/

√
p2, ..., uk/

√
pk). On a :

< u, Tn >= u∗Tn = v∗Zn =< v,Zn > .

Soit Φn la fonction caractéristique de Tn ; alors

Φn(u) = IE[exp(i < u, Tn >)] = IE[exp(i < v, Zn >)].

Sachant que Zn converge en loi, vers Nk(0, A),

lim
n→∞

Φn(u) = exp−1

2
v∗Av.

Un calcul immédiat conduit à :

v∗Av =

k∑
i=1

aiiv
2
i +

∑
1≤i 6=j≤k

ai,jvivj =

k∑
i=1

(1− pi)u2
i −

∑
1≤i 6=j≤k

√
pi
√
pjuiuj

=
k∑
i=1

u2
i −

(
k∑
i=1

√
piui

) k∑
j=1

√
pjuj

 = u∗Γu.

�

Considérons alors

d2
n = ‖Tn‖2 =

k∑
i=1

(
Nn(i)− npi√

npi

)2

=
k∑
i=1

n

pi

(
Nn(i)

n
− pi

)2

. (3.42)

d2n
n

correspond au carré d’une pseudo-distance dans IRk, entre la fréquence empirique(
Nn(i)

n
; 1 ≤ i ≤ k

)
et (pi; 1 ≤ i ≤ k).

Proposition 28 d2
n converge en loi, lorsque n→∞, vers la loi χ2(k − 1).

Avant de démontrer ce résultat, introduisons un lemme préliminaire :
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Lemme 4 Soit Γ = Id.− (
√
p)(
√
p)∗. Alors il existe une matrice orthogonale B telle que

BΓB∗ =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
. . . . . . . .
0 0 0 . 1 0
0 0 0 . 0 0


Preuve : Soit u un vecteur de IRk, alors

√
p(
√
p)∗u =<

√
p, u >

√
p.

Par conséquent u→ √p(√p)∗u est l’opérateur de projection orthogonale sur le vecteur normé.
Donc Γ est la projection orthogonale sur F , F désignant le sous-espace vectoriel de IRk ortho-
gonal à

√
p : F = {v ∈ IRk < v,

√
p >= 0}. Il existe une base orthonormée B1 pour laquelle Γ

soit représenté par une matrice diagonale dont la diagonale est formée uniquement de 1 sauf
le dernier élément qui est nul. On choisit B∗, la matrice de changement de base, de la base
canonique à B1. B est une matrice orthogonale, le lemme 4 est alors vérifié. �

Preuve : (Proposition 28)

Puisque x ∈ IRk → ‖x‖2 est continue, d’après la proposition 27, la v.a.r d2
n converge en loi

vers ‖Z‖2, Z de loi Nk(0,Γ).
Posons Z ′ = BZ, où B est la matrice définie par le lemme 4. Puisque B est une matrice
orthogonale, ‖Z ′‖2 = ‖Z‖2. De plus Z ′ est un vecteur gaussien centré, de matrice de covariance
KZ′ = BΓB∗. Ainsi la loi de ‖Z ′‖ est χ2(k − 1). �

Application : le test du chi-deux
La théorie des tests consiste à formuler des hypothèses particulières sur les paramètres ou
sur les lois qui interviennent dans les problèmes étudiés, puis à apporter un jugement sur ces
hypothèses. Ce jugement est basé d’une part sur les résultats obtenus sur un ou plusieurs
échantillons extraits de la population concernée et d’autre part, sur l’acceptation d’un certain
risque dans la prise de décision. Le test du chi-deux est un test de conformité de deux dis-
tributions, ou encore un test d’ajustement entre une distribution théorique et une distribution
expérimentale.
On veut tester si une v.a. Y a pour loi p, c’est-à-dire si

IP(Y = i) = pi; 1 ≤ i ≤ k.

On définit deux hypothèses possibles :

H0 : Y a pour loi p, H1 : Y n’a pas la loi p,

et on aimerait choisir entre les deux suivant les données fournies par un échantillon. Pour établir
la crédibilité de l’hypothèse H0, des règles très précises doivent être énoncées pour permettre
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de conclure au rejet ou à l’acceptation de H0. Cependant pour des événements dans lesquels
intervient le hasard, il est impossible de prendre une bonne décision sans risque de se tromper.
Il faut donc mettre en oeuvre une règle conduisant à rejeter H0, si elle est vraie, que dans une
faible proportion des cas. Cette décision a un caractère probabiliste, toute décision comporte
un risque qu’elle soit erronée. Ce risque, noté α, qui est le risque de rejeter à tort l’hypothèse
H0 alors qu’elle est vraie et qui favorise donc l’hypothèse H1 s’appelle seuil de signification ou
risque de première espèce.

α = IP{rejeter H0 |H0 vraie} = IP{choisir H1 |H0 vraie}.

La probabilté α, apppelée aussi risque du client, est choisie a priori par l’utilisateur. Les valeurs
les plus utilisées pour α sont 0, 05 et 0, 01.
La règle de décision comporte un risque β ou risque de deuxième espèce, c’est le risque de ne
pas rejeter H0 alors que H1 est vraie :

β = IP{ne pas rejeter H0| H1 vraie}.

Cette probabilité, appelée également risque du fournisseur (celui de voir, par exemple, une
bonne production refusée), dépend de l’hypothèse alternative H1.

Élaboration d’un test et démarche à suivre :

1) formuler de façon précise les hypothèses H0 et H1,
2) fixer, avant l’expérience, le risque α de première espèce, c’est-à-dire le risque de rejeter
l’hypothèse H0 alors qu’elle est vraie,
3) choisir la statistique la mieux adaptée en fonction des caractéristiques de la population
étudiée,
4) déterminer la région critique ou région de rejet de l’hypothèse H0 au profit de l’hypothèse
H1 et en déduire la règle de décision,
5) calculer effectivement la valeur numérique de la variable de décision en utilisant les
données de l’echantillon,
6) donner les conclusions du test.

Dans le cas qui nous intéresse (le cadre du test du chi-deux), la variable de décision est la pseudo-
distance entre les fréquences empiriques et p. En effet, on suppose que l’on peut reproduire des
copies indépendantes de Y : Y1,Y2,...,Yn, qui sera notre échantillon.
On définit alors d2

n comme dans (3.42). Si d2
n est grand, on choisira de préférence l’hypothèse

H1, par contre, si d2
n est petit, les fréquences empiriques sont proches de la probabilité attendue

p et donc on choisira l’hypothèse H0. Il faut donc trouver un seuil θα, dépendant du risque α,
qui définira la région de rejet.

IP(d2
n > θα) = α.

En appliquant la proposition 28, on obtient, pour n suffisamment grand

IP(d2
n > θα) ∼ IP(ξ > θα),
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où ξ suit une loi χ2(k− 1). Le test du chi-deux consite donc à définir le seuil θα par l’équation

IP(ξ > θα) = α.

Dans la pratique, n assez grand veut dire npi ≥ 10 pour tout i ∈ {1, 2, ...k}.

57



58



Chapitre 4

Conditionnement

4.1 Espérance conditionnelle

On commence par un rappel sur les espaces de Hilbert. Soit H un espace de Hilbert et F un
sous-espace fermé. Pour tout x de H il existe un unique y ∈ F , appelé projection orthogonale
de x sur F , vérifiant l’une des conditions équivalentes :

∀z ∈ F, < x− y, z >= 0. (4.1)

∀z ∈ F, < x, z >=< y, z > . (4.2)

∀z ∈ F, ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖. (4.3)

Soit (Ω,A, IP) un espace de probabilité. On supposera que A est une tribu complète, c’est-à-
dire qu’elle contient tous les ensembles IP-négligeables : pour tout A tel que IP(A) = 0, alors
A ∈ A. On note par N l’ensemble des ensembles IP-négligeables.
On rappelle que L2(Ω,A, IP) désigne l’ensemble des classes d’équivalence de v.a. : deux v.a. Y
et Y ′ sont égales dans L2(Ω,A, IP) si Y − Y ′ est presque sûrement nulle.
On considère une sous tribu B de A. Si N ∈ B, alors l’espace L2(Ω,B, IP) est inclus dans
L2(Ω,A, IP). Dans le cas général, on pose B′ = B ∪N , par définition B′ ⊂ A. On vérifie facile-
ment que B′ est une tribu. B′ est la plus petite tribu complète contenant B et incluse dans A .
De plus L2(Ω,B′, IP) ⊂ L2(Ω,A, IP). Par abus, on identifiera L2(Ω,B, IP) et L2(Ω,B′, IP).

Proposition 1 Pour toute v.a. X de L2(Ω,A, IP), il existe une unique (classe de) v.a. Y
telle que :

Y ∈ L2(Ω,B, IP), (4.4)

IE[XZ] = IE[Y Z], pour tout Z ∈ L2(Ω,B, IP). (4.5)

Notation.
On note Y = IE(X|B) ou encore Y = IEB(Y ). Donc si X ∈ L2(Ω,A, IP), IE(X|B) est caractérisé
par les deux propriétés :

IE(X|B) ∈ L2(Ω,B, IP), (4.6)

IE[ZIE(X|B)] = IE[ZX]; ∀Z ∈ L2(Ω,B, IP). (4.7)
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Preuve : (Proposition 1)
On choisit H = L2(Ω,A, IP) et F = L2(Ω,B, IP). On utilise le rappel précédent, les propriétés
(4.2) et (4.5) étant équivalentes. �

Exemples :
Exemple 1 : On commence par l’exemple le plus simple : B = {∅,Ω}. Les v.a. B-mesurables
sont les constantes, donc IE(X|B) = c. Si Z est B-mesurable, Z = a, la propriété (4.7) devient :

IE[Z IE(X|B)] = IE[ac] = ac = IE[aX] = aIE(X), ∀a ∈ IR.

Par conséquent c = IE(X). En conclusion : IE(X) = IE(X|{∅,Ω}).
Exemple 2 : Soit {A1, A2, ..., An} une partition de Ω, telle que

Ai ∈ A, et 0 < IP(Ai) < 1, pour tout 1 ≤ i ≤ n.

On note B la tribu engendrée par A1, A2, ..., An : B = σ(A1, A2, ..., An). Puisque les Ai forment
une partition, on a l’équivalence :

B ∈ B ⇐⇒ B = ∅ ou B = ∪kj=1Aij . (4.8)

Afin de calculer l’espérance conditionnelle de X sachant B, il est nécessaire auparavant de
caractériser les v.a. B-mesurables. Le résultat est le suivant :

Une v.a. X est B −mesurable ⇐⇒ X est constante sur chaque Ai. (4.9)

Il est clair que la condition est suffisante. Il s’agit de montrer le caractère nécessaire : supposons
X est B-mesurable. Ai étant non vide (IP(Ai) > 0), on choisit ωi ∈ Ai. On note xi = X(ωi).
Mais {X = xi} appartient à B, et a une intersection non vide avec Ai, d’après (4.8), {X = xi}
contient Ai. Par conséquent X vaut xi sur Ai.

On peut à présent calculer IE(X|B). D’après ce qui précède, IE(X|B) =
∑n

i=1 xi1IAi . On prend
une v.a. test Z, également B-mesurable :

Z =
n∑
i=1

zi1IAi .

On a :

IE[ZIE(X|B)] = IE

[
n∑
i=1

xizi1IAi

]
=

n∑
i=1

xiziIP(Ai), (4.10)

et

IE[ZX] = IE

[
n∑
i=1

ziX1IAi

]
=

n∑
i=1

ziIE(X1IAi). (4.11)

L’égalité entre (4.10) et (4.11) a lieu pour tout z1, z2, ..., zn, si et seulement si :

xi =
1

IP(Ai)
IE(X1IAi) = IE(X|Ai), 1 ≤ i ≤ n.
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En conclusion,

IE(X|B) =
n∑
i=1

IE(X|Ai)1IAi . (4.12)

Proposition 2 1) L’opérateur d’espérance conditionnelle est linéaire de L2(Ω,A, IP), à va-
leurs dans L2(Ω,B, IP) :

IE(aX + bY |B) = aE(X|B) + bE(Y |B) ; ∀(a, b) ∈ IR2. (4.13)

2) Si X appartient à L2(Ω,A, IP) et X ≥ 0 alors IE(X|B) ≥ 0 p.s.

Preuve : 1) Puisque la projection orthogonale sur un sous espace fermé d’un espace de
Hilbert est un opérateur linéaire, il est clair que X → IE(X|B) est linéaire.
2) Supposons X ≥ 0. On pose A = {IE(X|B) < 0}. Puisque IE(X|B) est B-mesurable, alors
A ∈ B. On choisit Z = 1IA et on applique (4.5) :

IE(X1IA) = IE(IE(X|B)1IA).

Mais
X1IA ≥ 0 et IE(X|B)1IA ≤ 0 =⇒ IE(X1IA) ≥ 0 et IE(IE(X|B)1IA) ≤ 0.

Par conséquent IE(IE(X|B)1IA) = 0.
Rappelons que si U est une v.a. de signe constant, d’espérance nulle alors U est presque
sûrement nulle. Donc IE(X|B)1IA = 0 p.s. Mais IE(X|B) < 0 sur A. Ainsi IP(A) = 0. �

Remarque.
Si X et Y sont deux v.a. de L2(Ω,A, IP) telles que X ≥ Y , alors

IE(X|B) ≥ IE(Y |B). (4.14)

Il suffit en effet de remarquer que X − Y ≥ 0. Ainsi

IE(X − Y |B) = IE(X|B)− IE(Y |B) ≥ 0.

Le cadre des espaces L2 est très agréable pour définir l’espérance conditionnelle. Il est toutefois
trop restrictif.

Théorème 1 Soit X une v.a. A-mesurable.
1) Si X est intégrable, il existe une unique v.a. (à une égalité presque sûre près) intégrable,
notée IE(X|B) telle que

IE(X|B) est B-mesurable. (4.15)

IE(ZX) = IE(ZIE(X|B)), (4.16)

pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée.
2) Si X est positive, il existe une ”unique” v.a. IE(X|B) ≥ 0 vérifiant (4.15) et (4.16) pour
toute v.a. Z, B-mesurable, positive.
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Preuve : a) On commence par montrer l’existence de Y = IE(X|B), lorsque X ≥ 0. On se
ramène au cadre L2, en tronquant X, on pose,

Xn = X ∧ n = inf{X,n} ; n ≥ 1.

Xn étant une v.a. bornée, Xn appartient à L2(Ω,A, IP), on peut définir :

Yn = IE(Xn|B) ; n ≥ 1.

Sachant que la suite Xn est croissante et positive, on déduit de (4.14) que Yn est également
croissante et positive. En particulier (Yn)n≥1 converge presque sûrement vers Y , Y est à
valeurs dans [0,+∞].
Mais comme Yn est B-mesurable, Y l’est aussi ; Y vérifie ainsi (4.15).
On vérifie à présent que Y satisfait (4.16), lorsque Z est une v.a. positive, bornée, B-mesurable.
Les deux suites (ZYn ; n ≥ 0) et (ZXn ; n ≥ 0) sont positives et croissantes. D’après le
théorème de convergence croissante,

lim
n→∞

IE(ZYn) = IE(ZY ) ; lim
n→∞

IE(ZXn) = IE(ZX).

Mais IE(ZYn) = IE(Z IE(Xn|B)) = IE(ZXn), n ≥ 1. On passe à la limite, n→∞ : IE(ZX) =
IE(ZY ).
Supposons de plus X intégrable. On prend Z = 1, d’après (4.16) on a :

IE[IE(X|B)] = IE(X) <∞, si X ≥ 0 et X ∈ L1(Ω,A, IP). (4.17)

b) On montre que IE(X|B) existe lorsque X est intégrable. On va se ramener au cas précédent,
pour ce faire on écrit :

X = X+ −X−
où x+ = sup(x, 0), et x− = sup(0,−x). Puisque X est intégrable, X+ et X− le sont aussi.
De plus X+ ≥ 0 et X− ≥ 0. On peut appliquer le résultat de l’étape précédente et (4.17) : il
existe deux v.a. Y1 et Y2, positives, B-mesurables, intégrables telles que

IE(ZY1) = IE(ZX+), IE(ZY2) = IE(ZX−),

pour toute v.a. Z positive, bornée, B-mesurable. On pose Y = Y1 − Y2. Y est intégrable. Il
est aisé de vérifier, grâce à la propriété de linéarité (4.13) que l’on a :

IE(ZX) = IE(Z(X+ −X−)) = IE(ZX+)− IE(ZX−) = IE(ZY1)− IE(ZY2)

= IE(Z(Y1 − Y2)) = IE(ZY ).

c) On établit l’unicité. On commence par considérer le cas où X ∈ L1(Ω,A, IP). Supposons
qu’il existe une v.a. Y ′ ∈ L1(Ω,B, IP) vérifiant :

IE(Y ′Z) = IE(XZ), (4.18)
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pour toute v.a. Z, B-mesurable, bornée. On en déduit : IE(UZ) = 0, avec U = Y − Y ′. Soient
a < 0 et Z = 1I{U<a}. Il est clair que Z est une v.a. B-mesurable, bornée. Donc

0 = IE[UZ] = IE
[
U1I{U<a}

]
≤ aIP(U < a) ≤ 0.

On en déduit : aIP(U < a) = 0 implique IP(U < a) = 0.
On choisit a = − 1

n , la suite d’ensembles {U < − 1
n} étant croissante,

lim
n→∞

IP(U < − 1

n
) = P (U < 0).

Sachant que IP(U < − 1
n) = 0, on a montré : IP(U < 0) = 0.

Mais (−U) vérifie la même propriété : IE[(−U)Z] = 0, donc IP(−U < 0) = IP(U > 0) = 0. En
conclusion U est presque sûrement nulle, ce qui signifie que Y = Y ′ p.s.
Le cas où X ≥ 0, se traite d’une manière analogue.
On part de l’égalité : IE(Y Z) = IE(Y ′Z) et on choisit Z = 1I{Y≤a<b<Y ′}, on montre IP(Y <
Y ′) = 0, puis IP(Y > Y ′) = 0 ; soit finalement : Y = Y ′ p.s. �

Remarque.
a) Lorsque X ∈ L1(Ω,A, IP) ; il est équivalent de dire :

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée,

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée et positive.

b) lorsque X ≥ 0 ou X ∈ L1(Ω,A, IP), les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée et positive.

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z = 1IA, A appartenant à B.
En ce qui concerne la première équivalence, il suffit de décomposer Z sous la forme : Z =
Z+ − Z−. Pour la seconde on utilise le résultat d’approximation suivant : si Z est une v.a.
B-mesurable, il existe une suite (Zn) de v.a. étagées qui converge presque sûrement vers Z (une
v.a. T est dite étagée si T =

∑n
i=1 ti1IAi avec Ai ∈ B).

Cas particulier : σ-algèbre engendrée par une v.a.

Comme l’a montré le cas où B = σ(A1, A2, ..., An) il est parfois difficile de caractériser les v.a. B-
mesurables, et donc de calculer une espérance conditionnelle sachant B. Cette tâche est facilitée
lorsque B est engendrée par une v.a. T . Soit T une application mesurable T : (Ω,A)→ (E, E).
La σ-algèbre engendrée par T , notée σ(T ) est définie de la manière suivante :

σ(T ) = {A ∈ A ; ∃C ∈ E , A = T−1(C)}. (4.19)

Soit X une application mesurable X : (Ω,A) → (F,F). On dit que X est σ(T )-mesurable si
X−1(C) ∈ σ(T ) pour tout C ∈ F . Ces applications sont caractérisées de la manière suivante :

X est σ(T )-mesurable ⇐⇒ il existe f : (E, E)→ (F,F) mesurable, telle que X = f ◦ T.
(4.20)
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Pour les exemples pratiques : E = IRd et F = IR.
Revenons à la définition de IE(X|B), lorsque B = σ(T ). On note

IE(X|T ) = IE(X|σ(T )). (4.21)

La condition (4.15) est aisée : on cherche une fonction mesurable f : (E, E)→ (IR,B(IR)) telle
que

IE(X|T ) = f(T ) (4.22)

IE[g(T )X] = IE[g(T )f(T )], (4.23)

pour toute fonction mesurable g : (E, E)→ (IR,B(IR)), bornée positive. On peut se restreindre
(voir remarque) à g = 1IC , C ∈ E

IE
[
X1I{T∈C}

]
= IE

[
f(T )1I{T∈C}

]
; ∀C ∈ E . (4.24)

Examinons un exemple, celui où T prend un nombre fini de valeurs : t1,t2,...,tn. On supposera
que les ti sont 2 à 2 distincts et IP(T = ti) > 0. Alors B = σ(T ) = σ(A1, A2, ..., An) où l’on a
posé Ai = {T = ti}. On a vu :

IE(X|B) =
n∑
i=1

IE(X|T = ti)1I{T=ti}.

Posons
f(t) = IE(X|T = t), t ∈ {t1, t2, ..., tn}.

Alors IE(X|B) = f(T ).
On remarque sur cet exemple que f n’est pas unique, f est uniquement déterminée sur {t1, t2, ..., tn}.
Rappelons que

IE(X|T = t) =
1

IP(T = t)
IE(X1I{T=t}).

Cette quantité étant bien définie si IP(T = t) > 0, condition satisfaite si t ∈ {t1, t2, ..., tn}.
Lorsque T est une v.a. quelconque, on a : IE(X|T ) = f(T ). On peut noter f(t) = IE(X|T = t),
mais il s’agit d’une convention d’écriture, et non d’un conditionnement par l’événement {T = t},
qui peut être de probabilité nulle. Il est conseillé de se tenir à la notation (4.22).

Exemples :
Exemple 3) Soient X et Y deux v.a., X à valeurs réelles, X intégrable ou positive. On suppose
que X et Y sont deux v.a. indépendantes. Alors IE(X|Y ) = IE(X).

Preuve : Il s’agit de montrer :

IE(Xg(Y )) = IE(X)IE[g(Y )],

pour toute fonction g borélienne, positive et bornée. MaisX et Y sont deux v.a. indépendantes,
cette égalité est réalisée. �

Exemple 4) Soit (X, Y ) un vecteur gaussien centré à valeurs dans IR2. On suppose que Y est
non dégénérée, i.e. Y est presque sûrement non nulle. Alors IE(X|Y ) = aY .

64



Preuve : On procède comme dans le cadre des espaces euclidiens, en remplaçant l’orthogona-
lité par l’indépendance. On cherche un réel a tel que X ′ = X−aY soit une v.a. indépendante de
Y . Puisque (X,Y ) est un vecteur gaussien, (X ′, Y ) = (X − aY, Y ) l’est aussi. Par conséquent
les v.a. X ′ et Y sont indépendantes si et seulement si :

Cov(X ′, Y ) = IE(X ′Y ) = 0.

Mais
IE(X ′Y ) = IE(XY )− aIE(Y 2) = IE(XY )− aVarY.

Sachant que VarY > 0, a est unique et

a =
IE(XY )

VarY
,

a étant ainsi fixé, d’après la linéarité de l’espérance conditionnelle et le résultat de l’exemple
3, on a,

IE(X ′|Y ) = IE(X|Y )− aIE(Y |Y ) = IE(X|Y )− aY = 0.

D’où

IE(X|Y ) = aY =
IE(XY )

VarY
Y. (4.25)

�

L’application X → IE(X|Y ) est une application de projection orthogonale sur le sous-espace
vectoriel de dimension 1 engendrée par Y . Cet exercice sera repris dans un cadre plus général.

Proposition 3 Soit B une sous-tribu de A.
1) Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables ou positives, alors

IE(X + Y |B) = IE(X|B) + IE(Y |B).

2) Pour tout a ∈ IR si X est intégrable et pour a ≥ 0 si X est positif, IE(aX|B) = aIE(X|B).
3) Si X est B-mesurable, alors IE(XY |B) = XIE(Y |B) lorsque X ≥ 0 et Y ≥ 0 ou Y et XY
intégrables.
4) Si X ∈ L2(Ω,A, IP) alors IE(X|B) ∈ L2(Ω,B, IP).
5) Si B1 et B2 sont deux sous-tribus de A, B1 ⊂ B2 alors

IE(IE(X|B2)|B1) = IE(X|B1), (4.26)

pour X ≥ 0 ou intégrable.
6) Si X ≤ Y p.s. alors IE(X|B) ≤ IE(Y |B), lorsque X ≥ 0 ou X et Y intégrables.
7) |E(X|B)| ≤ IE(|X||B), X positive ou intégrable.
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Preuve : a) Montrons 1) lorsque X et Y sont intégrables. Soit U = IE(X|B) + IE(Y |B). U
est une v.a. intégrable et B-mesurable. Il s’agit de montrer,

IE[UZ] = IE[(X + Y )Z],

pour toute v.a. Z, B-mesurable, bornée. Mais

IE((X + Y )Z) = IE(XZ) + IE(XZ) = IE[IE(X|B)Z] + IE[IE(Y |B)Z] = IE[UZ].

Le 2) se montre d’une manière analogue.
b) Montrons 3), lorsque cette fois X ≥ 0 et Y ≥ 0. On pose V = XIE(Y |B). V est une v.a.
positive, B-mesurable. On considère une v.a. Z, B-mesurable, positive et bornée. XZ étant
B-mesurable, on a :

IE[Z(XY )] = IE[(ZX)Y ] = IE[ZXIE(Y |B)] = IE[ZV ].

On en déduit 3).
c) La propriété 4) est une conséquence immédiate de la proposition 1.
d) La preuve de 5) est aisée, plaçons-nous dans le cas positif. Comme dans b), Z désigne une
v.a. test positive, B1-mesurable. Posons W = IE(X|B1). Par définition W est B1-mesurable.
De plus, Z étant B1-mesurable est B2-mesurable, donc,

IE[ZIE(X|B2)] = IE(ZX) = IE(ZIE(Y |B1)) = IE(ZW ).

e) On peut écrire Y = X + T avec T v.a. positive. D’après la propriété 1), IE(Y |B) =
IE(X|B) + E(T |B), mais T ≥ 0 implique IE(T |B) ≥ 0.
f) Si X ≥ 0, IE(X|B) ≥ 0 et IE(|X||B) = IE(X|B), l’inégalité est une égalité. Supposons X
élément de L1(Ω,A, IP). En utilisant successivement l’inégalité : −|X| ≤ X ≤ |X| et 6) on a :
−IE(|X||B) ≤ IE(X|B) ≤ IE(|X||B). �

Proposition 4 Soient B1 et B2 deux sous-tribus de A. Alors B1 et B2 sont indépendantes si
et seulement si pour toute v.a. X, B2-mesurable et bornée, IE(X|B1) = IE(X).

Preuve : On rappelle que deux tribus B1 et B2 sont indépendantes si et seulement si deux
événements quelconques B1 de B1 et B2 de B2 sont indépendants, i.e. :

IP(B1 ∩B2) = IP(B1)IP(B2).

1) Supposons les deux tribus B1 et B2 indépendantes. Soit Z une v.a. bornée, B1-mesurable.
On a : IE(XZ) = IE(X)IE(Z), d’où IE(X|B1) = IE(X).
2) Réciproquement, on choisit Z = 1IB1 , X = 1IB2 avec B1 ∈ B1 et B2 ∈ B2. Alors

IE(XZ) = IP(B1 ∩B2) = IE(X)IE(Z) = IP(B2)IP(B1).

Les deux tribus B1 et B2 sont indépendantes. �

Remarques.
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a) Si B2 = σ(Y ) et B1 = σ(X), l’exemple apparâıt comme un cas particulier de la proposition
4.
b) Soit Y une v.a. fixée. On sait que les deux v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement
si les tribus σ(X) et σ(Y ) sont indépendantes. La proposition 4 affirme que X et Y sont
indépendantes si et seulement si :

IE[f(X)|Y ] = IE[f(X)], (4.27)

pour toute fonction f borélienne, bornée et positive. En particulier IE(X|Y ) = IE(X). Mais
cette relation n’implique pas, en général (4.27), sauf dans le cas gaussien !

4.2 Loi conditionnelle

Afin d’introduire cette nouvelle notion nous commençons par deux exemples :
Exemples :
Exemple 5) Ce premier exemple est relatif aux lois discrètes, il ne nécessite aucune théorie,
tous les calculs peuvent être faits ”à la main”. Soient X et Y deux v.a. indépendantes, de loi
Poisson de paramètre respectivement λ et µ. On pose S = X + Y . On veut calculer la loi de
X sachant S. Il s’agit d’évaluer :

IP(X = n|S = m) =
IP(X = n, X + Y = m)

IP(X + Y = m)
=

IP(X = n, Y = m− n)

IP(X + Y = m)
,

où m ≥ n ≥ 0. Mais X + Y suit une loi de Poisson de paramètre λ + µ, de plus X et Y sont
indépendantes, d’où :

IP(X = n|S = m) =
IP(X = n)IP(Y = m− n)

IP(X + Y = m)
=
λn

n!
e−λ

µn−m

(n−m)!
e−µ

m!

(λ+ µ)me−(λ+µ)

= Cn
mρ

n(1− ρ)m−n,

avec ρ = λ
λ+µ

. Par conséquent, conditionnellement à {S = m}, X suit une loi binomiale B(m, ρ).

Exemple 6) Le second exemple a trait aux lois continues. On se donne deux v.a. indépendantes
X et Y , de loi exponentielle de paramètre 1. On pose S = X + Y . On va calculer H(S) =
IE(h(X)|S) pour toute fonction h borélienne bornée. Soient g une fonction borélienne bornée
et ∆ = IE(h(X)g(S)). La fonction H est caractérisée par : ∆ = IE[H(S)g(S)]. Calculons ∆. On
a :

∆ = IE[h(X)g(X + Y )] =

∫∫
x>0, y>0

h(x)g(x+ y)e−(x+y)dx dy.

x étant fixé, on fait le changement de variable u = x+ y, il vient :

∆ =

∫∫
x>0, u≥x

h(x)g(u)e−udxdu =

∫ ∞
0

g(u)e−u
(∫ u

0

h(x)dx

)
du.
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On choisit h = 1. Alors ∆ =

∫ ∞
0

g(u)ue−udu. Par conséquent la v.a. S admet pour densité

1I{u>0}ue
−u. On pose : H(u) =

1

u

∫ u

0

h(x)dx, alors

∆ =

∫ ∞
0

g(u)H(u)ue−udu = IE[H(S)g(S)].

Mais Uu(dx) = 1
u
1I[0,u](x)dx est la loi uniforme sur [0, u]. Nous dirons que conditionnellement à

S = u, X suit la loi uniforme sur [0, u],

IE[h(X)g(S)] =

∫ ∞
0

g(u)

(∫ ∞
0

h(x)Uu(dx)

)
µ(du), ∀f ≥ 0, ∀g ≥ 0, (4.28)

où µ(du) = 1I{u>0}ue
−udu est la loi de S.

Définition 1 Soient (E, E) et (F,F) deux espaces mesurables. On appelle noyau (positif) une
application N définie sur E ×F à valeurs dans IR+ telle que :
(i) pour tout x ∈ E, A ∈ F → N(x,A) est une mesure positive sur (F,F),
(ii) pour tout A ∈ F , x→ N(x,A) est mesurable de (E, E) sur (IR+,B(IR+)).
On dit que le noyau N est une probabilité de transition de E vers F si pour tout x, N(x, .) est
une probabilité. Lorsque E = F , N est appelé probabilité de transition sur E.

Remarques.
1) Une probabilité de transition est une famille ”mesurable” de probabilités sur (F,F) indexée
par E : (N(x, .) ; x ∈ E).
2) Si g est une application mesurable définie sur F , positive alors

x ∈ E → N(x, f) =

∫
f(y)N(x, dy) est E-mesurable. (4.29)

3) Pour l’exemple 5, on a E = F = IN, N(k, .) est la loi binomiale B(k, ρ) :

N(k, .) =
k∑
i=0

Ci
kρ

i(1− ρ)k−1δi,

δi désignant la mesure de Dirac en i.
Quant à l’exemple 6, E = F = IR+ et

N(u, dx) =
1

u
1I[0,u]dx.

Exemple 7) :
Soient f : (E × F, E × F)→ IR+ mesurable, µ une probabilité sur (F,F). On pose

N(x,A) =

∫
A

f(x, y)µ(dy), x ∈ E, A ∈ F .

N est un noyau. Si de plus
∫
F
f(x, y)µ(dy) = 1, pour tout x ∈ E, N est une probabilité de

transition.
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Définition 2 Soient X et Y deux v.a. à valeurs dans (E, E), respectivement (F,F). On appelle
loi conditionnelle de Y sachant X, une probabilité de transition N , de E vers F telle que :

IE(g(Y )|X) =

∫
g(y)N(X, dy) = N(X, g), (4.30)

pour toute fonction borélienne positive g.

Remarques :
1) Si ν est une mesure positive sur (E, E), on note indifféremment :∫

E

fdν =

∫
E

f(x)ν(dx) =

∫
E

f(x)dν(x) = ν(f). (4.31)

2) On a vu que x →
∫
g(y)N(x, dy) est mesurable, donc

∫
g(y)N(X, dy) est une v.a. σ(X)-

mesurable. Ainsi pour démontrer que N est la loi conditionnelle de Y sachant X, il est nécessaire
et suffisant de montrer :

IE[f(X)g(Y )] = IE

[
f(X)

∫
F

g(y)N(x, dy)

]
=

∫
E

f(x)

(∫
F

g(y)N(x, dy)

)
µ(dx)

où µ désigne la loi de X. C’est exactement la démarche que nous avons adoptée dans l’exemple
6.
3) La loi conditionnelle de Y sachant X n’est pas unique. Soient N1 et N2 deux lois condition-
nelles de Y sachant X. On a seulement :

N1(x,A) = N2(x,A) ∀A ∈ F ,

pour µ-presque tout x, µ désignant la loi de X.
Dans le cas discret de l’exemple 5, N1 et N2 sont déterminés uniquement sur IN.
4) Formellement N(x, dy) est la loi de Y sachant X = x. Si X suit une loi discrète, et x
appartient au support de la loi de X, alors,

N(x,A) = IP(Y ∈ A|X = x) =
IP(Y ∈ A, X = x)

IP(X = x)
.

5) On montre que si E et F sont deux espaces métriques séparables et complets, munis de leur
tribu borélienne, il existe alors une loi conditionnelle de Y sachant X. Rentrent dans ce cadre
les espaces IRn.

Soient X et Y deux v.a. à valeurs dans E et F respectivement. Si on connâıt la loi µ de X et
si N décrit la loi conditionnelle de Y sachant X, alors la loi du couple (X, Y ) est déterminée.
En effet

IE[f(X)g(Y )] = IE[f(X)IE[g(Y )|X]] = IE

[
f(X)

∫
F

g(y)N(X, dy)

]
(4.32)
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pour toute f : E → IR+, g : F → IR+, mesurables, bornées.
On va s’intéresser au problème réciproque : calculer la loi conditionnelle de Y sachant X à
l’aide de la loi de (X, Y ). Nous allons nous restreindre à E = IRn et F = IRm, n ≥ 1 et m ≥ 1.
En pratique, dans de nombreux cas, on rencontre des v.a. à valeurs dans IRn, et dont la loi
soit admet une densité (par rapport à la mesure de Lebesgue), soit est discrète. Lorsque X
est discrète on supposera, pour simplifier que X est à valeurs dans ZZn. Soit λnd la mesure de
comptage des points de ZZn :

λnd =
∑
k∈ZZn

δk. (4.33)

λnd est une mesure positive de masse infinie (λnd(ZZn) = +∞) mais σ-finie :

λnd([−a, a]× ...× [−a, a]) <∞,

pour tout a ∈ ZZ. Si X est à valeurs dans ZZn, la loi de X admet une densité f par rapport à
λnd et

f(m) = IP(X = m), m ∈ ZZn.

On note λnl la mesure de Lebesgue sur IRn.

Proposition 5 Soient X et Y deux v.a. à valeurs dans IRn, respectivement IRm. On suppose
que la loi de (X, Y ) admet une densité ϕ(x, y) par rapport à la mesure ν1 ⊗ ν2, où ν1 (resp.
ν2) vaut λnd ou λnl . (resp. λmd ou λml ). On note :

α(x) =

∫
IRm

ϕ(x, y)ν2(dy) ; x ∈ IRn, (4.34)

N(x, dy) =
ϕ(x, y)

α(x)
1I{α(x)>0}ν2(dy) ; x ∈ IRn. (4.35)

Alors,
1) La loi de X admet α comme densité par rapport à ν1.
2) La loi conditionnelle de Y sachant X est donnée par la probabilité de transition N .

Preuve : a) Par définition, si h : IRn × IRm → IR est mesurable et bornée, on a,

IE(h(X,Y )) =

∫
IRn×IRm

h(x, y)ϕ(x, y)ν1(dx)ν2(dy). (4.36)

En particulier si h(x, y) = 1I{α(x)=0},

IP(α(X) = 0) =

∫
IRn×IRm

1I{α(x)=0}ϕ(x, y)ν1(dx)ν2(dy).
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On applique le théorème de Fubini :

IP(α(X) = 0) =

∫
IRn

1I{α(x)=0}

(∫
IRm

ϕ(x, y)ν2(dy)

)
ν1(dx)

=

∫
IRn

1I{α(x)=0}α(x)ν1(dx) = 0

Donc IP(α(X) = 0) = 0. Ce qui signifie que presque sûrement, α(X) 6= 0. Soient f : IRn → IR,
g : IRm → IR, deux fonctions boréliennes et bornées. On déduit de (4.36) :

IE[f(X)g(Y )] = IE
[
f(X)g(Y )1I{α(X)>0}

]
(4.37)

=

∫
IRn×IRm

f(x)g(y)ϕ(x, y)1I{α(x)>0}ν1(dx)ν2(dy).

En particulier si g = 1,

IE[f(X)] =

∫
IRn

f(x)

(∫
IRm

ϕ(x, y)ν2(dy)

)
1I{α(x)>0}ν1(dx)

=

∫
IRn

f(x)α(x)1I{α(x)>0}ν1(dx) =

∫
IRn

f(x)α(x)ν1(dx).

Ce qui signifie que la loi de X est α(x)ν1(dx). On revient à (4.37) et on applique à nouveau
le théorème de Fubini :

IE[f(X)g(Y )] =

∫
IRn

f(x)1I{α(x)>0}α(x)

(∫
IRm

g(y)
ϕ(x, y)

α(x)
ν2(dy)

)
ν1(dx)

=

∫
IRn

f(x)1I{α(x)>0}α(x)

(∫
IRm

g(y)N(x, dy)

)
ν1(dx).

On a montré :

IE[f(X)g(Y )] = IE

(
f(X)

∫
IRm

g(y)N(X, dy)

)
. (4.38)

b) D’après l’exemple 7, N est bien un noyau. Il reste à montrer que N est une probabilité de
transition :

N(x, IRm) =

∫
IRm

ϕ(x, y)

α(x)
1I{α(x)>0}ν2(dy) =

1

α(x)
1I{α(x)>0}

∫
IRm

ϕ(x, y)ν2(dy)

=
1

α(x)
1I{α(x)>0}α(x) = 1I{α(x)>0}.

On remarque qu’il faut modifier légèrement la définition de N , en définissant N par la formule
(4.35) lorsque α(x) > 0 et par une probabilité quelconque sur IRm, quand α(x) = 0, par
exemple N(x, dy) = γ(y)ν2(dy) convient, où γ : IRm → IR+ est mesurable et

∫
IRm γ(y)ν2(dy) =

1. Alors

N(x, dy) =

{
ϕ(x, y)

α(x)
1I{α(x)>0} + γ(y)1I{α(x)=0}

}
ν2(dy). (4.39)

�

Nous allons à présent décrire aussi explicitement que possible le noyau N lorsque X et Y sont
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discrètes et/ou à densité. Lorsque l’une des v.a. est discrète on supposera pour simplifier qu’elle
est à valeurs dans IN.

a) X est discrète

(i) Y est discrète

On note
pi,j = IP(X = i, Y = j) ; i ∈ IN, j ∈ IN.

Alors,

ν1 = ν2 = λ1
d =

∑
k∈ZZ

δk et ϕ(i, j) = pi,j1I{i≥0, j≥0},

α(i) =

∫
IN

ϕ(i, j)ν2(dj) =
∑
j≥0

ϕ(i, j) =
∑
j≥0

pi,j = pi,.

N(i, {j}) =
pi,j
pi,.

.

On retrouve ainsi le résultat classique :

IP(Y = j|X = i) =
IP(Y = j, X = i)

IP(X = i)
=
pi,j
pi,.

.

(ii) Y admet une densité

On suppose que Y est à valeurs dans IRm. On a :

ν1 = λ1
d =

∑
k∈ZZ

δk et ν2(dy) = λml (dy) = dy1 dy2 .... dym.

α(i) =

∫
IRm

ϕ(i, y)dy = IP(X = i) ; i ∈ IN,

N(i, dy) =
ϕ(i, y)

α(i)
dy = IP(Y ∈ dy|X = i) ; i ∈ IN.

En d’autres termes la probabilité N(i, .) admet ϕ(i,y)
α(i)

comme densité (par rapport à la mesure

de Lebesgue sur IRm). De plus

N(i, f) =

∫
IRm

f(y)N(i, dy) = IE[f(Y )|X = i], f ≥ 0.

Il s’agit d’un conditionnement usuel par l’événement {X = i}, lorsque celui-ci est de probabilité
non nulle.

72



b) X admet une densité

On suppose que X est à valeurs dans IRn.

(i) Y est discrète

ν1(dx) = λnl (dx) = dx1 dx2 ... dxn et ν2 = λ1
d =

∑
k∈ZZ

δk,

α(x) =

∫
IN

ϕ(x, j)ν2(dj) =
∑
k∈ZZ

ϕ(x, k) ; x ∈ IRn,

N(x, {j}) =
ϕ(x, j)

α(x)
, j ∈ IN, x ∈ IRn.

(ii) Y admet une densité

ν1(dx) = λnl (dx) = dx1 dx2 ... dxn et ν2(dy)λml (dy) = dy1 dy2 ... dym,

α(x) =

∫
IRm

ϕ(x, y)dy ; x ∈ IRn,

N(x, dy) =
ϕ(x, y)

α(x)
dy x ∈ IRn. (4.40)

N(x, .) admet ϕ(x,y)
α(x)

comme densité.

4.3 Le cas gaussien

Soit Z un vecteur gaussien à valeurs dans IRn+m. On note X les n premières coordonnées de
Z, et Y les m suivantes : Z = (X, Y ). On suppose que X admet une densité. Le but de ce
paragraphe est de déterminer la loi de Y sachant X.
Rappelons que si n = m = 1, nous avons calculé IE(Y |X) (voir exemple 4). Nous allons adapter
cette approche au cas multidimensionnel.

Nous commençons par fixer quelques notations.
— K désigne la matrice de covariance de (X, Y ), on écrira :

K =

(
K11 K12

K21 K22

)
,

K11 est la matrice de covariance de X, carrée et d’ordre n,
— K12 = IE((X − IE(X))(Y − IE(Y ))∗) est une matrice n×m (n lignes, m colonnes),
— K21 = K∗12 est d’ordre m× n,
— K22 est la matrice de covariance de Y , carrée et d’ordre m.
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On a supposé que X admet une densité, condition équivalente à :

K11 est inversible. (4.41)

Proposition 6 1) Il existe une matrice A, d’ordre m × n, et un vecteur gaussien X ′,
indépendant de X tel que

Y = AX +X ′ (4.42)

2) De plus A = K21K
−1
11 et le vecteur gaussien X ′ est caractérisé par,

IE(X ′) = IE(Y )− AIE(X), KX′ = K22 −K21K
−1
11 K

∗
21, (4.43)

où KX′ désigne la matrice de covariance de X ′.

Remarque.
L’affirmation essentielle de la proposition 6 est le 1) et en particulier (4.42), on en déduit alors
facilement le 2). La méthode développée est une extension de celle que nous avons utilisée en
dimension 1.

Preuve : (Proposition 6). a) La première étape consiste à montrer que si Z est un vecteur
gaussien, Z1 = B1Z, Z2 = B2Z où B1 et B2 sont deux matrices, alors les deux v.a. Z1 et Z2

sont indépendantes si et seulement si :

KZ1,Z2 = IE[(Z1 − IE(Z1))(Z2 − IE(Z2))∗] = 0. (4.44)

On adopte les conventions du premier chapitre : les v.a. à valeurs multidimensionnelles sont
représentées par une matrice unicolonne. Si Zi est à valeurs dans IRni , les deux v.a. Z1 et Z2

sont indépendantes si et seulement si :

IE[exp{i(u∗1Z1 + u∗2Z2)}] = IE[exp(iu∗1Z1)]IE[exp(iu∗2Z2)], (4.45)

pour tout ui ∈ IRni . Mais (4.45) est équivalente à :

u∗1Z1 et u∗2Z2 sont indépendantes. (4.46)

Il est clair que (4.46) entrâıne (4.45), en changeant dans (4.45), ui en λiui, on montre que
(4.45) entrâıne (4.46). Mais

Z̃ =

(
u∗1Z1

u∗2Z2

)
= BZ.

Donc Z̃ est un vecteur gaussien, à valeurs dans IR2 ; on sait que les deux composantes de Z̃
sont indépendantes si et seulement si,

ρ = Cov(u∗1Z1, u
∗
2Z2) = 0 ; ∀u1, ∀u2. (4.47)

Mais
u∗1Z1 − IE(u∗1Z1) = u∗1Z1 − u∗1IE(Z1) = u∗1(Z1 − IE(Z1)),
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Z∗2u2 − IE(Z∗2u2) = Z∗2u2 − IE(Z∗2 )u2 = (Z∗2 − IE(Z∗2 ))u2.

D’où

ρIE[u∗1(Z1 − IE(Z1))(Z∗2 − IE(Z∗2 ))u2] = u∗1IE[(Z1 − IE(Z1))(Z∗2 − IE(Z∗2 ))]u2.

Par conséquent,
ρ = u∗1KZ1,Z2u2.

Il est à présent évident que : (4.47) est équivalent à (4.44).
b) Montrons (4.42). On cherche une matrice A telle que X ′ = Y − AX soit indépendant de
Y . Mais X ′ = B1Z et X = B2Z (rappelons que Z a pour coordonnées X et Y ). On applique
le résultat du a) : X ′ et X sont deux v.a. indépendantes si et seulement si,

KX′,X = IE[(Y −AX − IE(Y −AX))(X − IE(X))∗] = 0. (4.48)

En utilisant la linéarité, il vient,

KX′,X = IE[(Y − IE(Y ))(X − IE(X))∗]− IE[A(X − IE(X))(X − IE(X))∗],

KX′,X = K21 −AIE[(X − IE(X))(X − IE(X))∗] = K21 −AK11.

Il est à présent aisé de montrer que (4.48) est équivalent à K21 − AK11 = 0. Mais K11 est
inversible, donc A est unique et,

A = K21K
∗
11.

c) Puisque X ′ = Y −AX, par linéarité, on a IE(X ′) = IE(Y )−AIE(X) et

KX′ = IE[(Y0 −AX0)(Y0 −AX0)∗] = IE[(Y0 −AX0)(Y ∗0 −X∗0A∗)],

où Y0 = Y − IE(Y ) et X0 = X − IE(X). On développe, il vient,

KX′ = IE[Y0Y
∗

0 ]−AIE[X0Y
∗

0 ]− IE[Y0X
∗
0 ]A∗ +AIE(X0X

∗
0 )A∗,

KX′ = K22 −AK12 −K21A
∗ +AK11A

∗.

Mais
K21 = AK11 =⇒ −K21A

∗ +AK11A
∗ = −K21A

∗ +K21A
∗ = 0,

d’où
KX′ = K22 −AK12 = K22 −K21K

−1
11 K12 = K22 −K21K

−1
11 K

∗
21.

�

Proposition 7 Soit N la loi conditionnelle de Y sachant X. Alors N(x, .) est la loi gaus-
sienne Nn(Ax+m′, K) avec m′ = IE(X ′) = IE(Y )−AIE(X), K = KX′ = K22−K21K

−1
11 K

∗
21.

Preuve : a) Si U et V sont deux v.a. indépendantes, et f une fonction positive et mesurable,
alors IE[f(U, V )] = IE[F (U)], avec F (u) = IE[f(u, V )].
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En effet, si ν (resp. µ) désigne la loi de U (resp. V ), ν ⊗ µ est la loi de (U, V ) :

IE[f(U, V )] =

∫∫
f(u, v)ν(du)µ(dv).

On applique le théorème de Fubini,

IE[f(U, V )] =

∫ (∫
f(u, v)µ(dv)

)
ν(du) =

∫
F (u)ν(du).

b) Soient f et g deux fonctions boréliennes, positives et

∆ = IE[f(X)g(Y )].

On applique la proposition 6, puis a) :

∆ = IE[f(X)g(AX +X ′)] = IE[F (X)]

avec F (x) = IE[f(x)g(Ax + X ′)] = f(x)IE[g(Ax + X ′)]. Mais Ax + X ′ suit une loi Nn(Ax +
m′,K) = N(x, .), donc,

F (x) = f(x)

∫
g(y)N(x, dy),

∆ = IE

[
f(X)

∫
g(y)N(X, dy)

]
�

4.4 Introduction aux martingales

Définitions.
1) (Ω,A, IP) désigne un espace de probabilité usuel.
2) Une filtration indexée par I (I = {1, 2, ..., n} ou IN) est une famille F = (Fi ; i ∈ I)
croissante de sous-tribus de A, ce qui signifie que Fi est pour tout i une sous-tribu de A et :

Fi ⊂ Fi+1, (4.49)

pour tout i ∈ I, tel que i+ 1 ∈ I.
3) Une famille de v.a. {Xi ; i ∈ I} est dite une F -martingale si

Xi est intégrable pour tout i ∈ I, (4.50)

Xi est Fi-mesurable, ∀i ∈ I, (4.51)

Xi = IE(Xi+1|Fi) ∀i ∈ I, (i+ 1) ∈ I. (4.52)

4) On dit que {Xi ; i ∈ I} est une martingale si ce processus est une F -martingale avec

Fi = σ{Xj ; j ≤ i, j ∈ I}, F = (Fi ; i ∈ I). (4.53)
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Exemples.
Exemple 8) Soit B une sous-tribu de A. On considère la filtration la plus simple, la filtration
constante : Fi = B, ∀i ∈ I. On note F = (Fi ; i ∈ I).
Soit (Xi ; i ∈ I) une F -martingale. D’après (4.51),Xi est B-mesurable, doncXi = IE(Xi+1|B) =
Xi+1. On en déduit que (Xi ; i ∈ I) est une F -martingale si et seulement si i→ Xi est constante,
égale à X, et de plus X est intégrable et B-mesurable.

Exemple 9) Donnons à présent un exemple important de martingales. Soit (εn ; n ≥ 1) une
suite de v.a. indépendantes. On suppose de plus IE(|εn|) < +∞ et IE(εn) = 0, pour tout n ≥ 1.
On pose

Xn =
n∑
k=1

εk, (4.54)

et Fn = σ(ε1, ε2, ..., εn). Puisque Xn −Xn−1 = εn, on a Fn = σ(X1, X2, ..., Xn). Il est clair que
Xn est intégrable et Fn-mesurable. Vérifions la propriété (4.52) :

IE(Xn1IA) = IE(Xn+11IA), ∀A ∈ Fn. (4.55)

Mais Xn+1 = Xn + εn+1, par conséquent

IE(Xn+11IA) = IE(Xn1IA) + IE(εn+11IA).

εn+1 est une v.a. indépendante de Fn, donc

IE(εn+11IA) = IE(εn+1)IP(A) = 0.

L’égalité (4.55) en résulte immédiatement.

Cet exemple constitue en quelque sorte le prototype de martingale. Supposons que εn représente
le gain (algébrique) d’un joueur, à la n-ième partie. Xn représente la fortune du joueur après
n parties. On a fait l’hypothèse que les résultats des différentes parties sont indépendants et
qu’en moyenne le jeu est équilibré : à chaque fois le joueur a autant de chance de gagner que de
perdre, ce qui se traduit par IE(εn) = 0, ∀n ≥ 1. Nous verrons (voir théorème 2) qu’il n’existe
pas de stratégie optimale permettant d’avoir une espérance de gain positive.

Exemple 10) Soient F = (Fn ; n ≥ 0) une filtration, U une v.a. intégrable, A-mesurable. On
pose :

Xn = IE(U |Fn). (4.56)

Alors (Xn ; n ≥ 0) est une F -martingale. Il est clair que (4.50) et (4.51) sont vérifiées. Par
ailleurs (4.49) implique :

IE(Xn+1|Fn) = IE[IE(U |Fn+1)|Fn) = IE(U |Fn) = Xn.
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Donc (4.52) est satisfaite.

Pour simplifier nous supposerons dans la suite : I = IN. Les résultats et définitions s’adaptent
aisément au cas où I = {1, 2, ..., n}. Sauf mention contraire, F = (Fn ; n ≥ 0) désigne une
filtration donnée et les martingales considérées dans la suite seront des F -martingales.

Proposition 8 Soient a et b deux réels, (Xn)n≥0 et (Yn)n≥0 deux martingales. Alors
1) (aXn + bYn)n≥0 est une martingale.
2) On a

IE(Xm|Fn) = Xn ; ∀m ≥ n ≥ 0. (4.57)

IE(Xn) = IE(X0), ∀n ≥ 0. (4.58)

Preuve : 1) Posons Zn = aXn + bYn. Il est évident que (Zn)n≥0 vérifie les deux propriétés
(4.50) et (4.51). De plus

IE(Zn+1|Fn) = IE[aXn+1 + bYn+1|Fn) = aIE(Xn+1|Fn) + bIE(Yn+1|Fn)

= aXn + bYn = Zn.

2) On suppose n fixé et on raisonne par récurrence sur m ≥ n. Il est clair que la propriété est
vraie pour m = n et m = n+ 1. On la suppose réalisée pour le rang m ≥ n, montrons qu’elle
a encore lieu pour m+ 1 :

IE(Xm+1|Fn) = IE(IE(Xm+1|Fm)|Fn) = IE(Xm|Fn) = Xn.

3) On prend l’espérance de part et d’autre de (4.57) : IE(Xn) = IE(Xm), pour tout m ≥ n, ce
qui signifie que n→ IE(Xn) est constante. �

Définition 3 Une application T : Ω→ IN ∪ {+∞} est un temps d’arrêt si :

{T ≤ n} ∈ Fn, pour tout n ≥ 0. (4.59)

On notera qu’un temps d’arrêt peut prendre la valeur +∞.

Proposition 9 1) Les temps constants sont des temps d’arrêt.
2) Une application T : Ω→ IN ∪ {+∞} est un temps d’arrêt si et seulement si :

{T = n} ∈ Fn, pour tout n ≥ 0. (4.60)

En particulier les temps d’arrêt sont des v.a. A-mesurables.
3) Si T1 et T2 sont deux temps d’arrêt, alors sup(T1, T2), inf{T1, T2} et T1 +T2 sont des temps
d’arrêt.
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4) Soit (Xn; n ≥ 0) une suite de v.a. à valeurs dans (U,U), telle que Xn : (Ω,Fn)→ (U,U)
soit mesurable pour tout n ≥ 0. Pour tout F de U , on note

DF = inf{n ≥ 0, Xn ∈ F} (4.61)

avec la convention inf ∅ = +∞. Alors DF est un temps d’arrêt.

Preuve : a) L’assertion 1) est évidente.
b) Soit n ≥ 1, on a

{T = n} = {T ≤ n} ∩ {T > n− 1} = {T ≤ n} ∩ {T ≤ n− 1}c

et {T ≤ n} =

n⋃
k=0

{T = k}. On en déduit l’équivalence entre (4.59) et (4.60). De plus {T =

n} ∈ Fn ⊂ A, T est une v.a. A-mesurable.
c) L’assertion 3 résulte des égalités :

{sup(T1, T2) ≤ n} = {T1 ≤ n} ∩ {T2 ≤ n},

{inf(T1, T2) ≤ n} = {T1 ≤ n} ∪ {T2 ≤ n},

{T1 + T2 = n} =
n⋃
k=0

{T1 = k} ∩ {T2 = n− k}.

d) On a,

{DF = n} = {X0 /∈ F, ...,Xn−1 /∈ F,Xn ∈ F}
= {X0 ∈ F c} ∩ ... ∩ {Xn−1 ∈ F c} ∩ {Xn ∈ F}.

Donc DF vérifie (4.60), DF est bien un temps d’arrêt. Remarquons que :

{DF = +∞} = {Xn /∈ F, ∀n ≥ 0}. (4.62)

�

Plaçons-nous dans le cadre de l’exemple . Le joueur peut décider de s’arrêter à un instant fixé à
l’avance (il s’agit d’un temps d’arrêt constant). Il peut aussi se retirer du jeu dès que sa fortune
est en dessous d’un seuil s, qu’il s’est fixé à l’avance ; il s’arrête en T :

T = inf{n ≥ 0, Xn ≤ s}. (4.63)

On a T = DF avec F =] −∞, s]. T est un temps d’arrêt : le choix de s’arrêter en T = n ne
dépend que de X0, X1, ..., Xn.

Proposition 10 Soit T un temps d’arrêt fini et (Xn)n≥0 un processus adapté :

Xn est Fn-mesurable pour tout n ≥ 0. (4.64)

On pose XT (ω) = XT (ω)(ω). Alors XT est une v.a.
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Preuve : On suppose que Xn : (Ω,Fn)→ (U,U) est mesurable pour tout n ≥ 0. Soit A ∈ U ,
on a

{XT ∈ A} =
⋃
n≥0

{T = n, XT ∈ A} =
⋃
n≥0

{T = n, Xn ∈ A}.

Mais {T = n} et {Xn ∈ A} sont deux événements de Fn donc {T = n, Xn ∈ A} ∈ A. Par
conséquent {XT ∈ A} ∈ A. �

Théorème 2 (théorème d’arrêt) Soit T un temps fini et (Xn)n≥0 une martingale. On suppose
que

T est un temps d’arrêt borné (4.65)

ou
(XT∧n; n ≥ 0) est un processus borné, (4.66)

Alors
IE(XT ) = IE(X0). (4.67)

Preuve : a) On commence par étudier le cas où T est borné. Il existe un entier k tel que

T ≤ k. (4.68)

D’après (4.57) et (4.60), on a :

IE(Xk|Fn) = Xn n ≤ k; {T = n} ∈ Fn.

On en déduit :

IE(XT ) =
k∑

n=0

IE(Xn1I{T=n}) =
k∑

n=0

IE[IE(Xk|Fn)1I{T=n}]

=

k∑
n=0

IE(Xk1I{T=n}) = IE

[
Xk

(
k∑

n=0

1I{T=n}

)]
= IE(Xk).

Mais d’après (4.58), IE(Xk) = IE(X0).
b) On suppose que (4.66) a lieu : il existe K tel que

|XT∧n| ≤ K, ∀n ≥ 0. (4.69)

Nous allons utiliser le résultat de l’étape précédente. Posons

Tn = T ∧ n = inf{n, T}.

Tn est un temps d’arrêt borné, donc IE(XTn) = IE(X0).
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Mais T est un temps d’arrêt fini, la suite n→ Tn est croissante et vaut T à partir d’un certain
rang, donc XTn converge p.s. vers XT . De plus d’après (4.69) la suite de v.a. XTn est bornée,
une application du théorème de convergence dominée, conduit à : IE(XT ) = IE(X0). �

Remarques.
1) En reprenant le contexte de l’exemple , le théorème 2 affirme que l’espérance du gain reste
constante, pour toute règle d’arrêt T .
2) On peut montrer plus généralement, lorsque (4.66) a lieu, que (Xn∧T ;n ≥ 0) est une mar-
tingale.
3) La propriété d’arrêt (4.67) est vraie avec des hypothèses plus faibles que (4.65) ou (4.66).
Toutefois dans les exemples ces hypothèses sont souvent suffisantes.

Les martingales qui ne sont pas ”trop grandes” convergent à l’infini. Il s’agit en règle générale
de résultats difficiles à établir. Toutefois dans le cadre L2, il est facile d’obtenir un résultat de
convergence.

Proposition 11 Soit (Xn)n≥0 une martingale, de carré intégrable :

sup
n≥0

IE(X2
n) <∞ (4.70)

Alors Xn converge dans L2(Ω) vers une v.a. X∞, de plus

Xn = IE(X∞|Fn), ∀n ≥ 0. (4.71)

Preuve : 1) Soit n ≥ m. On a :

IE((Xn −Xm)2) = IE(X2
n) + IE(X2

m)− 2IE(XnXm).

Mais IE(XnXm) = IE(IE(XnXm|Fm)) = IE(XmIE(Xn|Fm)) = IE(X2
m).

Par conséquent

IE((Xn −Xm)2) = IE(X2
n)− IE(X2

m) = an − am; n ≥ m, (4.72)

où l’on a posé : an = IE(X2
n). Si n = m+ 1, on a am+1 − am = IE((Xm+1 −Xm)2) ≥ 0.

Ce qui signifie que n → an est croissante. La propriété (4.70) signifie que (an) est majorée
donc (an) est une suite convergente. Puisque la suite (an) est de Cauchy, la relation (4.72)
implique que (Xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans L2(Ω). Cette suite converge dans L2(Ω)
vers une v.a. X∞, de carré intégrable.
2) Montrons (4.71). On utilise à nouveau (4.57) :

|IE(X∞|Fn)−Xn| = |IE(X∞|Fn)− IE(Xn+k|Fn)| = |IE[(X∞ −Xn+k)|Fn)|
≤ IE(|X∞ −Xn+k||Fn),
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avec n ≥ 0 et k ≥ 0.
On prend l’espérance de part et d’autre de l’inégalité précédente :

IE[|IE(X∞|Fn)−Xn|] ≤ IE[|X∞ −Xn+k|]

Par ailleurs
IE[|X∞ −Xn+k|] ≤ {IE[(X∞ −Xn+k)

2]}1/2.

Pour tout n > 0, la suite (Xn+k)k≥0 converge dans L2(Ω) vers X∞. On fait tendre k vers +∞,
on obtient :

IE[|IE(X∞|Fn)−Xn|] = 0.

D’où Xn = IE(X∞|Fn). �

Remarque.
Réciproquement soit X∞ une v.a. appartenant à L2(Ω), on définit une suite de v.a. (Xn)n≥0

par (4.71). On a vu dans l’exemple que (Xn)n≥0 est une martingale. De plus

IE[(X∞ −Xn)2] = IE(X2
∞)− 2IE(XnX∞) + IE(X2

n),

IE(XnX∞) = IE(XnIE(X∞|Fn)) = IE(XnXn) = IE(X2
n).

Donc
IE((X∞ −Xn)2) = IE(X2

∞)− IE(X2
n) ≥ 0.

En particulier IE(X2
n) ≤ IE(X2

∞). Ce qui signifie que (Xn)n≥0 est une martingale de carré

intégrable. D’après la proposition 11, (Xn)n≥0 converge dans L2(Ω) vers X̃ . X∞ et X̃ sont
reliées par la relation

IE(X̃|Fn) = IE(X∞|Fn), ∀n ≥ 0.

Si l’on suppose de plus que A =
∨
n≥0

Fn, en utilisant le théorème de classe monotone on peut

montrer que X̃ = X∞.

Les martingales de carré intégrable (Xn)n≥0, s’identifient aux v.a. X∞ de L2(Ω) à travers (4.71),
de plus X∞ est la limite dans L2(Ω) de (Xn)n≥0.
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