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Chapitre 1

Les bases du calcul des probabilités

L’idée principale de la théorie des probabilités est de maitriser la notion de hasard.

1.1 Le triplet fondamental

La théorie des probabilités repose sur une brique de base : le triplet fondamental (€2, A, P). Les
trois éléments qui le composent sont :

Q est un ensemble non vide, appelé ensemble fondamental et dont les éléments w sont les
épreuves (on utilisera aussi le terme scenario)

Les épreuves représentent les résultat d’une expérience aléatoire.

Exemples :

— lancer de 3 pieces de monnaie de valeurs différentes (10, 20 et 50 centimes). L’ensemble
fondamental est donc {10,20,50} x {P, F'}.

— La température de ce matin a 8 heures, 2 = R.

A : la o-algébre ou tribu est une classe de sous-ensembles de ), appelés évenements.

L’évenement A se réalise en 'épreuve w si w € A. Il s’agit de l'information concernant
I’expérience aléatoire qui est disponible.

Exemple : si on imagine qu’une note a ’examen a un caractere aléatoire, alors I’ensemble fon-
damental est {0, 1,2, ...,20}. Sur le tableau d’affichage n’apparait que la mention admis ou non
admis et ¢’est la seule info disponible. La tribu est alors A = {0, {0, 1,...,9},{10,11,...,20}, Q}.
Dans ce cas, connaitre la note précisément n’est pas une information disponible.

Par définition, la tribu vérifie :

1. Qe A
2. Ac A— A°c A



3. Soit une suite (A,),>1 d’éveénements alors

UAneA.

n>1

De nombreuses tribus sont donc associées a un ensemble fondamental donné mais certaines
d’entre elles jouent un role important : ce sont les tribus engendrée par une classe de parties.
En effet on s’intéresse a la plus petite tribu qui contienne un ensemble de parties.

Soit C un ensemble de parties de 2. Alors il existe une et une seule tribu o(C) telle que

— o(C)DC

— si 0’ est une tribu contenant C alors elle contient aussi o(C).

Exemples :

— Le compteur de la voiture ne fonctionne plus, seule info disponible : le PV que 1'on regoit
par la poste (pas d’amende, < 3 points (40 km/h), > 3 points)

— si la classe de parties est déja une tribu alors o(C) = C

— la tribu borélienne B(R) est engendrée par la classe des ouverts ou celle des fermés, ou celle
des intervalles ouverts, ou celle des intervalles fermés,...

P est une pondération de [’ensemble des événements de la tribu A. Il s’agit d’une mesure de
probabilité.

Cette pondération est souvent inspirée de l'expérimentation. Par exemple si on considere la
tribu P(£2) avec €2 est un ensemble fini, alors pour chaque épreuve wy on calcule le rapport
% ou N}, est le nombre de fois ou wy apparait au cours des N expériences répétées dans des
conditions similaires. La limite quand N tend vers I'infini correspond a la notion intuitive de
probabilité.

En d’autres termes, P doit satisfaire aux conditions suivantes :
— 0<P(A) <1 pourtout A€ A
— P(Q)

=1
— Soit (A,),>1 une suite d’évenements disjoints alors la propriété de o-additivité est satisfaite

IP’( U An> — Y P(4,).

n>1 n>1

On remarque de suite que la probabilité n’est définie que sur 'information disponible donnée par
la tribu \A. Pour connaitre la probabilité d’un événement il faut donc impérativement
que cet événement appartienne a la tribu.

On rappelle alors une propriété essentielle d'une mesure de probabilité : la continuité. Si (A,,)
est une suite monotone d’évenements appartenant a A alors

]P( lim An) = lim P(A,).

n—oo n—oo



1.2 Indépendance et conditionnement par un événement
non négligeable

Si on dispose d'une information particuliere (I’évenement B s’est réalisé) alors il est possible
d’actualiser la probabilité que ’on donne a tout autre évenement A.

On sait que I'évenement B s’est réalisé, il est donc naturel d’associer a 1’évenement A un
poids proportionnel a P(AN B). Le quotient vient juste d’une renormalisation pour rester dans
le cadre des probabilités.

Exemple : Dans une famille qui comporte deux enfants, I'un est une fille, la probabilité que
l'autre soit un garcon est alors de 2/3.

Parfois on connait la probabilité conditionnelle, on utilisera alors plutot la forme :

P(AN B) = P(A|B)P(B).

Le résultat a retenir est la probabilité conditionnelle dans le cadre d’une partition de I’ensemble
fondamental. C’est la formule de Bayes.

Introduisons la notion d’indépendance. Un éveénement A sera indépendant d’un autre événement
B si la probabilité conditionnelle n’est autre que la probabilité de départ. En d’autres termes,
I'information supplémentaire concernant la réalisation de I’évenement B ne sert absolument a
rien.

On peut évidemment prolonger la notion d’indépendance aux classes d’évenements. Ainsi deux
classes C; et Cy sont indépendantes si pour tout A € C; et pour tout B € (s, les éveénements
A et B sont indépendants. Finalement cette notion peut se généraliser aux tribus. Deux tribus
pourront donc étre indépendantes.



1.3 Variables aléatoires

A partir de I'expérience aléatoire, on peut construire des variables dont la valeur dépend du
résultat de 'expérience. Il s’agit donc tout simplement d’une fonction des épreuves.

Exemples :
— lancer des 3 dés 2 = {1,2,3,4,5,6}3, X est le résultat du premier dé c’est-a-dire

X1 ((wr, wa, w3)) = wy.

Xj est alors une projection.
— Dans le méme cadre, on peut considérer Xs((wy,ws,ws)) = wy + wa + ws.
Pour ces deux exemples, il faut déterminer (F,E) pour que les variables présentées soient bien
des variables aléatoires au sens de la définition ci-dessus.
Dans la plupart des cas, (F, ) correspondra a (N, P(N)) ou a (R, B(R)).
Jusqu’ici nous n’avons pas eu besoin de la probabilité P pour définir une variable aléatoire. Par
contre pour bien la décrire, nous allons nous en servir.

Notons que nous utiliserons :

P(X € B) = Px(B) = P(X"1(B)).

En fait la loi de probabilité est 'image de la probabilité P par I'application X. Plusieurs
variables aléatoires peuvent en fait avoir la méme loi de probabilité dans des contextes tres
différents. Pour pouvoir identifier ces lois, nous introduisons un outil fondamental : la fonction
de répartition.

Quelques propriétés :

— 0 < F(x) <1 pour tout z € R.

— F est une fonction croissante (au sens large), continue a droite en tout point x de R.
— lim, o F'(z) =0 et lim, o F(z) = 1.



Notons que la réciproque est vraie : si les trois propriétés précédentes sont satisfaites par une
fonction F' alors il s’agit de la fonction de répartition d'une certaine probabilité.

La fonction de répartition caractérise la loi : deux variables aléatoires ayant la méme loi ont
la méme fonction de répartition.

Il devient alors essentiel de pouvoir calculer la fonction de répartition pour un loi donnée
mais cet exercice peut s’avérer compliqué voire inextricable dans certaines situations (v.a.
gaussiennes par exemple).

Notons également la propriété suivante :

lllin%FX(x +h)— Fx(z—h)=P(X =z), pour tout z € R.
_>

Par conséquent, Fx est continue ssi P(X = z) = 0 pour tout € R. Et si F'x n’est pas continue
en z, le saut de discontinuité est égal a P(X = z).

Comme dans le paragraphe précédent, il fut question d’évenements indépendants, il est main-
tenant possible de définir la notion d’indépendance pour des variables aléatoires.

Définition 5 Deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace de probabilité
(Q, A,P) et a valeurs dans (E,E) respectivement (F,F) sont indépendantes, si

P(Xe€AYeB)=P(X € APY € B) pourtout Ac&, BeF.

En d’autres termes, la loi de probabilité du couple (X, Y) notée Py y) est définie par le produit
des mesures :

Pxy) =Px @Py.

Une conséquence du lemme des classes monotones est que deux variables aléatoires réelles X
et Y sont indépendantes ssi leurs fonctions de répartition satisfont :

P(X <z, Y <y) = Fx(x)Fy(y).

1.4 Lois discretes classiques

Rappel sur les séries

Soient F' et G deux ensembles dénombrables.
— 81 (A(a,y)) (a)eFxc est une famille de nombres positifs alors

S =X (Soen) - X (Seen)
(z,y)EFXG zeF \yeG yeG \zeF

— 81 (A(a)) (z,9)cFx G €St sommable au sens ot Z(x DEFXG |a(z,y)| < +00, alors I'égalité précédente
reste vraie.



Dans la théorie des probabilités discretes, il suffit bien souvent d’utiliser la théorie des séries
numériques puisque la plupart des lois usuelles concernent des variables aléatoires a valeurs
dans N. Toutefois on ne peut se restreindre a cette situation pour un cadre général, il est alors
nécessaire d’introduire la notion de famille sommable comme indiqué ci-dessus.

Variables aléatoires discretes

Dans un premier temps, on définit les variables discretes et dans un deuxieme temps on présente
les lois classiques discretes.

A ne pas oublier : évidemment pour que la loi soit bien définie il faut que I’évenement {X = z},
dont on calcule la probabilité, soit dans la tribu A du triplet fondamental.

Pour caractériser les lois discretes, il suffit donc de déterminer la famille (P(X = )).,cp, il n’est
pas forcément utile d’essayer de calculer la fonction de répartition qui n’apportera rien de plus.
De méme, pour vérifier 'indépendance de deux variables aléatoires discretes X a valeurs dans
E et Y a valeurs dans F, il suffira de montrer que

PX=z Y=y)=PX=x)PY =y), VeekE, VyeF.

Certains parametres permettent de décrire plus précisément les lois de probabilité. Deux pa-
rametres ont une importance primordiale : 'espérance mathématique et la variance.
L’espérance permet pour une variable aléatoire de trouver une valeur moyenne.

Pour toute fonction f : E — F, il est possible de munir F' d’une tribu adaptée de sorte
que f(X) soit une variable aléatoire. Il devient alors possible de calculer son espérance :

La fonction particuliere f(r) = z? permet de définir la variance d’une loi de probabilité :



La propriété d’indépendance des variables aléatoires discretes, décrite ci-dessus, combinée avec
le résultat concernant les fonctions de variables aléatoires permet d’assurer le résultat suivant :

Par conséquent, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de carré intégrable
alors E[XY] = E[X]E[Y] et ainsi

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Quelques lois discretes

Loi binomiale. Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 1 et n € N. La mesure de probabilité
B(n,p) définie sur (N, P(N)) ou (R, B(R)) par

" [k
B(n,p) = < )pkqn‘k&c,

=3,
ou ¢ = 1 — p, est appelée loi binomiale de parametres (n,p). La loi B(1,p) est appelée loi de
Bernoulli de parametre p.
La loi binomiale intervient dans le tirage avec remise, si la proportion de boules blanches dans
I'urne est égale a p et si le nombre de tirages est égale a n, alors la variable aléatoire nombre
de boules blanches tirées est une variable aléatoire binomiale de parametres (n, p).

Les valeurs typiques de la loi binomiale sont :

Loi géométrique. Soit p un réel compris entre 0 et 1 et ¢ = 1 — p. La mesure de probabilité
définie sur (R, B(R)) par

o0

> pd o

k=1

est appelée loi géométrique de paramétre p et notée G(p).

11



Application : un joueur procede a une suite de parties indépendantes de pile ou face et décide
de s’arréeter des la premiere apparition de pile. Le nombre de parties qu’il faudra jouer, noté
X, suit alors une loi géométrique.

Loi de Poisson. Soit A un nombre réel strictement positif. La mesure de probabilité m, définie

sur (R, B(R)) par
T = E 67)\—]{;‘ 5k7

est appelée loi de Poisson de parametre A. Cette loi est notée P(N).
On peut noter que, pour tout entier £ > 1 fixé, on a

IAWII A\ "k AF

lim (—) (1 — —) =e N

n—oo \n /) \n n k!
Ainsi si X suit une loi binomiale de parametres (n,p) de sorte que n et p soient liés entre
eux par la relation np = A > 0, alors pour n assez grand la probabilité que X soit égale a k

est approximativement égale a e=*\*/k! qui est la probabilité pour qu'une variable aléatoire
de Poisson de parametre A soit égale a k. La loi de Poisson est donc une loi des événements rares.

X suit une loi de Poisson de paramétre X alors E[X] =\, Var(X) = \.

1.5 Lois continues classiques

Les lois discretes ne permettent pas de décrire toutes les expériences aléatoires. De nombreuses
situations font intervenir des variables dont ’ensemble des valeurs atteintes n’est ni fini ni
dénombrable. Par exemple, votre voiture montre des signes de fatigue. Vous décidez de conti-
nuer a rouler car vous n’avez pas les moyens d’en acheter une neuve. La distance que vous
parcourez alors est un variable aléatoire a valeurs dans R, qui n’est pas une valeur discrete car
P(distance = x) = 0 pour tout .

Le cadre des variables a densité est adapté a ce cadre, les sommes manipulées dans le cadre
des variables aléatoires discretes sont alors remplacées par des intégrales.

Rappels concernant les intégrales multiples

Le premier résultat essentiel est le théoréme de Fubini. On considére f : R? — R.
— si f est une fonction positive alors

[ swazar= [ ([ wanir)ao= [ ([ stair) an

— si f est intégrable au sens ol [, |f(x,y)|dzdy < oo alors I'égalité ci-dessus est encore
satisfaite.

12



Ce résultat de permutation des intégrale doit étre complété par un résultat de changement de
variables.

Ces deux résultats essentiels issus de la théorie de I'intégration vont permettre d’appréhender
les variables aléatoires a densité.

Variables continues

Il s’agit de définir les variables a densité et d’en donner les premieres propriétés.

I faut évidemment exiger que tout évenement de la forme {a < X < b} appartienne a la
tribu A.

On remarque tres facilement que la densité satisfait les propriétés suivantes :

— f(x) > 0 pour tout x € R

— Jp flx)dz = 1.

La réciproque est vraie également : si une fonction vérifie les deux propriétés précédemment
citées alors il s’agit d’une densité de probabilité.

La définition met en évidence que la loi de probabilité associée a la variable X est la mesure

f(z)dx

ou dx représente la mesure de Stieltjes-Lebesgue.

Il est possible de caractériser une variable aléatoire a densité par la méthode de la fonction
muette. Pour ce faire on introduit la notion d’espérance mathématique pour une variable
aléatoire générale : soit X une v.a. définie sur (£2, 4, P). Si X est intégrable, on appelle espérance
de X le nombre réel :

E[X] = /Q X (w) dP(w).

13



On dit que X est centrée si elle est intégrable et E[X] = 0. Le théoréme de transport, qui dit
la chose suivante : si X est une variable aléatoire réelle a valeurs dans (R, B(R)) et si ¢ est une
fonction borélienne de R dans R a valeurs positives alors

/¢OX )dP(w /¢ )dPx (z

Si ¢ est a valeurs quelconque et si ¢(X) est intégrable alors 1'égalité précédente reste vraie. Ce
sera notamment le cas pour les fonctions ¢ bornées.

En appliquant le théoreme de transport aux variables a densité, on obtient donc :

E[¢(X / ol

Il est possible alors d’utiliser cette formule pour caractériser les variables a densité :

Notons finalement que la caractérisation de 'indépendance en utilisant les fonctions muettes
présentée dans la Proposition 3 est vraie également pour les variables continues.

Preuve : 1) Supposons X, X soient indépendantes. Soient h1, ho deux fonctions boréliennes
positives et h(x,y) = hi(x)ha(y). On a,

Il (X1)ha(Xa)] = E[A(X1, X)) = / B, )P (x, x) (1 ):

Mais X7, X2 sont indépendantes, donc IP(x, x,) = Px1 ® [Px2 et,

Bl (X0)ha(Xe)] = [ ha )P ()P, (o) = [ ha()ha(u)dIPx, ()P, ).

On applique le théoréeme de Fubini, il vient,

E[h(X1)ha(X2)] / hi(z)dPyx, (z / ha(y)dPx, (y) ) = E[h1 (X1)] Elha(X2)].




2) Réciproquement, on choisit h; = T4, et ho = T4, ot A; et Ay sont deux boréliens, et on
applique (1.1) :
B[La, (X1)Ta,(X2)] = P(X1 € A1y Xy € Ag) = B[1Ly, (X1)]E[1L4, (X2)]
= IP(Xl S Al)IP(Xz S Ag).

Ce qui signifie que X7 et X5 sont deux v.a. indépendantes. O

L’indépendance de deux variables aléatoires X et Y absolument continues peut aussi se ca-
ractériser sur I'expression de la densité du couple (X,Y"). Pour cela nous présentons un premier
résultat sur les lois marginales d’un couple de variables aléatoires.

Preuve : Par symétrie il suffit de montrer que f; est la densité de X.
D’apres le théoreme de Fubini, 'application f; est mesurable (ou borélienne) et positive. Soit
A un borélien de IR. Alors,

Px(A)=P(XecA)=P(X,Y)e AxR) = / , Ta(z)f(x,y)dzdy.
R
On applique & nouveau le théoreme de Fubini, il vient :

Px(4) = [ @) ([ reman)ar= [ 14 p@d

O

Preuve : a) Supposons les deux v.a. X et Y indépendantes. D’apres la Proposition 6, X (resp.
Y) admet une densité fi (resp. fo ). Soient A et B deux boréliens. On utilise I'indépendance
de X et Y, il vient,

P(X,Y)e(AxB)) = P(Xe€A YeB)=PXecAPY eB)

_ ( / Ta(2) fl(x)da:) ( / () fg(:c)dx)




Une application du théoréeme de Fubini conduit a,

P((X.Y) € (A B) =Py (4 % B) = [ Lucale.o)a(o) foly)ddy.

IP(x yy désignant la loi de (X,Y).
Pour tout borélien C' on pose

Q(C) = / 1o () () fo (y)dady.

Il est facile de vérifier que Q est une probabilité. Donc IPx y) et Q sont égales sur les pavés
A x B. L’utilisation du théoréeme d’unicité des probabilités assure que deux probabilités qui
coincident sur les pavés sont égales partout :

P((X,Y)e ()= /]IC(x, y) f1(x) f2(y)dzdy, pour tout borélien C.

D’apres 'unicité de la densité, on a 'égalité : f(z,y) = fi(z)f2(y), presque strement.
b) Réciproquement, supposons la relation (1.3) réalisée. Soient A et B deux boréliens.

P(X €AY € B) = P((X.Y) € (4x B)) = [ Luxn(e.)or()ga(y)ddy.
On applique & nouveau le théoreme de Fubini, il vient,
rxeayes = ([L@ai) ([ Tawnoan). (1.4

En particulier si A = B = IR, I’égalité précédente devient 1 = Aj Ao, ou 'on a posé,

)\1:/ g1(z)dx et )\2:/ 92(y)dy.
R R

On introduit : f1 = g1/\1 et fa = ga/A2. On divise (1.4) par le facteur 1 = AjAg,

[( / ][A(x)gl(x)d:c> //\1} K / IIB(y)gz(y)dy> /Az}
= ([ m@nw@a) ([ 1) p0w)

P(X € A) = /I[A(x)fl(x)dx.

P(X € A, Y € B)

En particulier si B = IR,

D’une maniere analogue, IP(Y € B) = /][B(y)fg(y)dy. On peut donc écrire (1.4) de la facon

suivante :

P(Xe€A YeB)=PX AP €B).
Ce qui signifie que les v.a. X et Y sont indépendantes. O
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Quelques lois continues

Loi uniforme. Une variable X a valeurs réelles, suit une loi uniforme sur [a,b] avec a < b,
notée U([a, b)), si sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R est

Loi Gamma. Une variable aléatoire X a valeurs positives suit une loi Gamma de parametres
p >0 et § > 0 notée y(p, ), si sa densité est :
or

fx) = %) e g ol (@),

ou l'intégrale I'(p) = fooo 2P~ le™®dz. La loi (1, 0) est appelée loi exponentielle de parametre
6 et notée £(0).

Loi de Gauss. Une variable aléatoire X a valeurs réelles suit une loi normale N'(m,c?) de
moyenne m et de variance o2 si sa densité est

f(z) = \/;?exp(—%), x €R.

Loi de Cauchy. Une variable aléatoire a valeurs réelles suit une loi de Cauchy si sa den-
sité est égale a

r)=———, rz€R
1) (14 2?)
Il s’agit d'un exemple de loi telle que |X| est non intégrable. L’espérance mathématique n’est
donc pas définie ni la variance.

Il existe de nombreuses autres lois continues, citons notamment : la Loi log-normale, la loi
de Weibull, la loi inverse-gaussienne, la loi Beta, la loi de Fisher-Snedecor, la loi de
Student...



1.6 Somme de deux variables aléatoires indépendantes

Nous avons décrit dans les deux sections précédentes différentes lois de probabilité continues ou
discretes. Il est alors possible de combiner ces différentes lois en considérant la somme de deux
variables aléatoires indépendantes. Le produit de convolution fait alors son apparition.
Définition :

Soient p et v deux mesures positives sur (IR, B(IR)). On appelle convolée de p et v la mesure
positive p * v, qui est I'image de p ® v par Papplication qui au couple (z,y) de IR x IR associe
Tty

/}R F(t)dp 5 ot) = / [ w)dnte)iv(y), (15)

On vérifie que p*xv = v*pu et que p*v est une probabilité lorsque p et v sont deux probabilités.

Preuve : Soient f une fonction borélienne, positive et A = IE[f(X + Y)]. On a

a- | [t putdvidy) = /}R F(t)s v(de),

O

On examine a présent deux cas particuliers : X et Y sont discretes, X et Y admettent une
densité.

n n
Preuve : On a : {X—i—Y:n}:U{X:i; X+Y=n}= U{X=i; Y =n—i}.
i=0 i=0
Les ensembles étant deux a deux disjoints et les v.a. X et Y indépendantes, on a,

IP(X+Y=n)=zn:IP(X:i; Y=n—i)=2n:IP(X=i)]P(Y=n—i).
=0 =0

O

Définition :
Soient f et g deux fonctions boréliennes positives, définies sur IR. On note f * g la convolée

18



de fetg:

frote) = [ fla=tait= | g =n0d =g 1) (1.7)
Remarques :
1) On vérifie que la convolution est une opération associative :

(fxg)xh=fx(g*h). (1.8)

2) La convolution est une application "régularisante”. Si f et g sont deux densités (i.e. f
mesurables, positives et d’intégrale 1) bornées, la fonction f * g est une densité et une fonction
continue .

3) Le lien avec la convolution des mesures est le suivant :

pxv(de) = (f *g)(z)de, avec u(dr) = f(z)dr et v(dr)= g(x)dx. (1.9)

Preuve : On calcule A = E[p(X +Y)], ol ¢ est une fonction borélienne positive. On sait
(voir Proposition 7) que le couple (X,Y) a pour densité f(x)g(y), par conséquent,

A= [ st ns@etsdy = [ ( | sO(ery)f(l‘)dx) o)y,

On pose z =z +y (y étant fixé),

A= [ ([ et~ vaz) sy

On applique le théoreme de Fubini,

A= [ ot ([ 16 -vawar)a:= [ o)r g1
O

Nous donnons a présent des exemples de convolutions. Nous commencons par le cas discret.

Preuve : 1) En ce qui concerne les lois binomiales on peut montrer directement la propriété
(1.10). 11 est plus rapide d’utiliser la représentation probabiliste d’une somme somme de v.a.
de Bernoulli indépendantes.



2) On suppose que X et Y sont indépendantes, X de loi P(A) et Y de loi P(u). On évalue :

P(X+Y=n) = Z]P(Xzi)IP(an—i):Z%e”\(:_i)!
=0 1=0

1 " n! S 1 noo
= =) e — A O S 7)) —
-0 (S ) = o (S e

1
— —(Ap) n
T Pt

L’égalité précédente signifie que X + Y a pour loi P(A + u). O

Remarque. Supposons que X et Y soient deux v.a.r. gaussiennes. Des que 'on sait que X +Y
est une v.a.r. gaussienne, on calcule les parametres sans difficulté :

EX+Y)=EX)+IE®Y)=m+n; Var(X +Y) = VarX + VarY = o> + 72,

Preuve du théoreme
a) D’apres la réprésentation des v.a. gaussiennes,

X=cU+m;Y =7V +n,

ou U et V sont deux v.a.r. gaussiennes réduites et centrées. De plus U = % et V = @,
donc U et V sont indépendantes. Il suffit de montrer que cU + 7V est une v.a.r. gaussienne
(ce qui revient & supposer m = n = 0).

b) Mais oU (resp. 7V') a pour densité :

1 1
foo2 (@) = e (vesp. fya(w) = ——c T /T)
’ oV 21 ’ ™ 21

donc oU + 7V a pour densité ¢ = f 52 * fo 2.

1 (z—y? v
- Gl
o) 2roT /IR P { 202 or2 [ Y

—_a)\2 2 . N
Posons p? = 02 + 712, A = (x—g% + %. On met A sous forme canonique (par rapport a la
variable y, = étant considéré comme fixé) :

P 5 2zy P 0> (2 272 >+$2

o272 o2 o2 o272

Yy - ?ﬂvy g,
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Par conséquent,

1 2 T
) = L w2 (y)d eI = g = ,
A= (/]Rf 40) y) & &

ou f,,2 désigne la densité de la loi gaussienne de moyenne z et de variance u?. Mais alors,

1 — 2 2
p(z) = pﬁe /20" = fo,pZ(m)'

Ce qui montre que ocU + 7V est une v.a.r. gaussienne de moyenne nulle et de variance p?. O

1.7 Convergences stochastiques

Considérons une suite de variables aléatoires (X,,),>1 & valeurs dans IR?, définies sur un méme
espace de probabilité (2, A,IP) et étudions son comportement asymptotique lorsque n tend
vers 'infini.

Convergence en loi

Définition 8 La suite de variables aléatoires (X,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire
X si, pour toute fonction test p € CO(IRY), on a

E[p(X,)] = E[p(X)] lorsque n — cc.

Dans cette définition, Cf désigne I'ensemble des fonctions continues bornées.

Notation.
X, 55 X

n—oo

Remarque.
1) Comme la convergence en loi ne dépend pas précisément de X mais juste de sa loi IPx, on
parlera aussi de convergence en loi vers une mesure de probabilité p sur IR :

pour tout ¢ € CJ(RY), IE(p(X,)) — o(z)du(zx), lorsque n — oo.

Rd

2) Supposons que X, —£5 X et que, pour tout n € IN*, E[|X,|] < oo et E[|X]] < co. Il n’en
résulte pas que la suite (IE[X,,]),>1 converge, ni que, si elle converge, elle ait pour limite [E[X].

Exemple : On considére une suite de réels (a,),>1 strictement positifs et une suite de va-
riables aléatoires dont la loi est définie par : P(X,, = a,) = = et P(X,, = 0) = 1 — %, alors
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X, 5 X (=0). Il est intéressant de comparer alors IE[X,,] avec IE[X] pour les suites de réels
suivantes : a, = v/n,n,n* et n(2 + (=1)").
Proposition 12 (pour d = 1) Soit F,, la fonction de répartition de X,, et F' celle de X . Alors

X, -5 X si et seulement si, en tout point x de continuité de F, on a F,(x) — F(x) lorsque
n — 00.

Exemple.
On définit une suite de variables aléatoires réelles : X, suit une loi gaussienne N7 (0, ). Alors

X, L0 lorsque n — oco. En effet, pour tout n € IN* et x € IR,

(un)?

n v 1 o v
F.(r) = — exp — du = — exp ——dv.
(@) V2 /oo P 2 V2r /oo P™y

B 0, siz <0,
Ainsi F,(z) — F(z) =< 1/2, six =0,
n—oo .
1, six > 0.

Par ailleurs,

0siz <0,
F(x):{ 1siz>0.

Il résulte donc que F(z) = F(z) pour tout z € IR*. Or 0 est un point de discontinuité de F,
on obtient bel et bien F,, — F' en tout point de continuité de F.

Convergence en probabilité

Définition 9 La suite de wvariables aléatoires X, converge en probabilité vers la wvariable
aléatoire X si
Ve >0, lim IP(]X, — X|>¢)=0.
n— oo

Notation.
X, 5 X
n—0o0
La seconde remarque établie pour la convergence en loi est valable également pour la conver-
gence en probabilité. Notons que la convergence en probabilité est compatible avec les opérations
algébriques élémentaires :

Proposition 13 Si la suite de variables aléatoires (X, Yy))n>1 converge en probabilité vers
le point aléatoire (X,Y) alors
— X, +Y, 5 X+Y

n—o0

— MX, 5 AX (A eR)

n—o0
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— XY, X XY
— X,/Y, 5 XY siIP(Y =0) = 0.
n—oo

Preuve : On utilise I'inégalité de Markov :

B[, 1]

57‘

P(| X, >¢) <

O

Convergence presque-sire

Définition 10 La suite de variables aléatoires X,, converge presque-surement vers X s’il existe
un ensemble A C ) tel que

Vwe A lim X,(w) =X(w) et P(A) = 1.

n—oo

Notation : X, LN

n—oo

Proposition 14 (critere) Posons, pour tout ¢ > 0, E,(¢) = {|X, — X| > €} et E(e) =
limsup,, o £n(€) = Nz1 Upsp Ei(€) alors X, converge p.s. vers X si, pour tout € >0, on a
IP(E(e)) =0.

Autres convergences

Définition 11 La suite de variables aléatoires X,, converge en moyenne vers X si

E([[ X, = X]) — 0.

n—oo



1
Notation : X, L x

n—oo

Définition 12 La suite de variables aléatoires X,, converge en moyenne quadratique si
E(|X, — X|*) — 0.
n—oo
. L?
Notation : X,, — X

n—oo

Comparaison des types de convergence

convergence en moyenne quadratique

convergence en moyenne convergence presque-sure
convergence en probabilité

convergence en loi

Proposition 16 Soit une suite (X,,)n>1 qui converge en probabilité vers X, alors il existe une
suite partielle (X,,) extraite de (X,)n>1 qui converge presque-sirement vers X .
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Chapitre 2

Fonctions caractéristiques

2.1 Fonctions caractéristiques : définition et propriétés

Pour déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire, il existe plusieurs outils a notre
diposition. Nous avons déja vu que la fonction de répartition déterminait de fagon unique la loi
de probabilité. Malheureusement cette fonction n’est pas facilement calculable de fagon expli-
cite pour certaines lois comme la loi de Gauss (c’est donc problématique!!). Dans ce chapitre
nous nous intéressons donc a un autre outil, appelé fonction caractéristique, qui joue le méme
role que la fonction de répartition mais qui est a valeurs complexes. L’analyse complexe nous
permet alors de faire beaucoup plus de calculs explicites.

Définition 13 Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction caractéristique
de X (ou de la loi de X ) la fonction de la variable réelle t définie par :

px(t) = E[e"].

En d’autres termes, la fonction caractéristique est la transformée de Fourier de la loi Py.
En effet,

ox(t) :/RedeP’X(m).

Notons que cette fonction est toujours bien définie puisque le module de I'exponentielle com-
plexe vaut 1.

Remarque 1 1. Si X est une variable aléatoire de loi discréte Zkzo Dz, Ok alors

QOX(O _ Zpkeitmk

k>0

2. S1 X est une variable absolument continue, de densité f, alors

ex(t) = [ (o).
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Ainsi x correspond a la transformée de Fourier de la densité f. La transformée de Fourier
est bien définie puisque f, la densité, est une fonction intégrable (au sens de Lebesque).

Dans un premier temps, nous présentons quelques propriétés élémentaires des fonctions ca-
ractéristiques :

Nous n’allons pas détailler la démonstration de ces propriétés élémentaires. Certaines d’entre
elles seront abordées en exercice. La derniere propriété repose sur les propriétés de la trans-
formée de Fourier (voir le cours d’Analyse Fonctionnelle). Donnons juste quelques idées pour
la continuité de la fonction caractéristique lorsque X a une densité f. Soient u et v deux réels
alors

/R (€™ — %) f(z) dz| .

Comme €% — % = % (eiu=v)* _ 1) on obtient

o) — p(v)] < / (€= _ 1| ()] .

D’apres le théoreme de la convergence dominée, le membre de droite de I'inégalité précédente
tend vers 0 lorsque u — v tend vers 0. La fonction caractéristique est donc méme uniformément
continue. Lorsque la variable X n’est pas a densité le méme raisonnement s’applique, il suffit
de remplacer f(z)dz par dP(z).

lp(u) — @(v)] =

Le tableau suivant donne les fonctions caractéristiques des lois de probabilité usuelles.
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Loi

Expression analytique

Fonction caractéristique

Bernoulli B(p)

Loi binomiale

Loi géométrique G(p)

Loi de Poisson P(\)

Loi uniforme U([a, b])

Loi exponentielle ()

Loi de Cauchy C(0,1)

Loi gaussienne N (u, 0?)

po=1—p,p1=p

pr = (Q)p*(1 —p)"*

pr=(1-p)""p, (k=1)
pr = e
f(x) = Liap(2)
f(@) = Ae™ L0y
f@) =1z
fa) = —— exp -2

202

o\ 2w

(1—p) + pe”

(@=p+pet)

peit

exp{A(e” — 1)}

sin{(b — a)t/2} pitla+b)/2
(b—a)t/2

A
A—at

e_m

o2t2
exp {““f - T}

Détaillons juste les calculs pour la loi gaussienne. Supposons que X ~ N (1, 0?) alors en utilisant

un changement de variable, on peut remarquer que

G=L(x = p~NO1).

o

En utilisant les propriétés élémentaires des fonctions caractéristiques, on a donc

px(t) = " pg(to).

11 suffit ainsi de calculer pg(t) c’est-a-dire

pa(t) =

/ 6ztwe—
R
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Par dérivation sous le signe intégral, on en déduit

g2
—i [ (it — x)e"™ e T dr — t/

-
e 2 dx
R

On résout donc I'équation différentielle ¢ (t) = —tps(t) avec la condition initiale pe(0) = 1.
2

On obtient alors pg(t) = e T puis on en déduit ¢x. Une autre démonstration est proposée

dans le chapitre sur les vecteurs aléatoires gaussiens.

Théoréme 4 (Théoréeme d’unicité) La fonction caractéristique d’une wvariable aléatoire
détermaine sa lot de probabilité.

Ainsi deux variables aléatoires ayant la méme fonction caractéristique ont la méme loi. L’idée
repose sur le fait que les fonctions exponentielles complexes x > e“* forment un ensemble
suffisamment gros de fonctions bornées. Ainsi, si ’égalité

est vérifiée pour toute fonction f dans cet ensemble, elle le sera pour toute fonction f bornée.
Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser la propriété ancipitale de certaines densités de
probabilité.

Définition 14 On dit qu’une variable aléatoire continue Y a la propriété ancipitale si sa
fonction caractéristique py et sa densité fy sont égales a un facteur multiplicatif preés.

On peut noter que la loi normale AV(0,1) a la propriété ancipitale.

Lemme 1 Soient X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle ancipitale
indépendante de X. Alors X +Y admet une densité qui ne dépend de la loi de X qu’da travers
la fonction caractéristique px. Cette propriété est aussi vérifiée pour X + €Y avec € € R*.

Preuve : D’apres 'hypothese du Lemme, il existe une constante ¢ > 0 telle que fy = cpy.
Ainsi la densité de X + Y, qui est obtenue par le produit de convolution, satisfait

oy (t) = /R fr(t — 2)dPx () = ¢ /R oy (t — 2)dPx (x)

Comme @y est une fonction caractéristique, on a

Frr(®) =c [ ey )y Py (o)
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L’intégrale double est absolument convergente : on peut donc appliquer le théoreme de Fubini
et ainsi

Frav(t) = e /R € fy () x (—y)dy

On constate que cette densité ne dépend de la loi de X que par ¢x. O

Nous en venons donc a la preuve du théoreme d’unicité.

Preuve : Considérons la loi de X +Y, ou Y est une variable aléatoire continue indépendante
de X. Pour cela, on étudie la fonction de répartition F'xy(z) donnée par

Fay(z) =P(X +Y < 2) = /_ T feay (w)du.

En appliquant le théoréeme de Fubini, on a

Fxiy(z) = /</ fyu—t)du> dPx (t /(/ fr(y dy) dPx (t)

_ /Fy(z—t)dIP’X(t).
R

Ici Fy désigne la fonction de répartition de la variable aléatoire Y. Considérons maintenant
le cas particulier ot Y,, = €,G avec G ~ N(0,1) indépendante de X et €, > 0 un petit
parametre que nous allons faire tendre vers 0. Il est clair que G est une variable aléatoire
ancipitale. Lorsque €, tend vers 0, la suite de variables aléatoires €,G converge en loi vers 0
(voir I’exemple qui suit la Proposition 12). On en déduit en particulier que

lim Fy, (2 —t) = 1<,y pour tout t # 2.
n—oo -

Si on choisit z tel que P(X = z) = 0 alors on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée pour obtenir :

1i_>m Fxiv,(2) = / Li<ydPx (t) = Fx(2)
n—oo R

Comme le membre de gauche de I'inégalité précédente ne dépend de la loi de X que par ¢x, le
membre de droite satisfait la méme propriété. On en déduit que la fonction de répartition de
X (en dehors de ses points de discontinuité) ne dépend que de la fonction caractéristique ¢x.
Pour conclure il suffit de se rappeler que Fx est une fonction continue a droite qui n’admet au
plus qu'un nombre dénombrable de discontinuités ce qui permet de définir de maniere unique
la fonction de répartition qui elle-méme détermine de facon unique la loi de probabilité. [

La preuve du résultat d’unicité des fonctions caractéristiques établit un lien fort entre les fonc-
tions caractéristiques et les fonctions de répartition en dehors de leurs points de discontinuité.
Or nous avons déja caractérisé la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires a 1’aide
des fonctions de répartition (Proposition 12). Il est aussi possible de le faire par les fonctions
caractéristiques.
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La preuve de ce théoreme ne sera pas démontrée en détail ici. L’idée est la suivante : on
peut montrer que si px, — ¢z alors X, + €G converge en loi vers Z + €G lorsque n tend vers
I'infini et cela, pour G une gaussienne centrée réduite indépendante de la suite (X,,). Il suffit
alors de faire tendre € vers 0. On en déduit que X,, converge en loi vers Z.

Le résultat suivant illustre que la régularité de la fonction caractéristique est directement reliée
a son intégrabilité.

Ce résultat est tout a fait primordial, il permet en effet de calculer les premiers moments
de la variable aléatoire a partir de sa fonction caractéristique. Cela ne pouvait se faire aussi
simplement avec la densité ou la fonction de répartition.

Notons alors que
Var(X) = —¢(0) + ¢y (0)*.
On se propose maintenant de démontrer la Proposition 18.

Preuve : Soit ¢ € R alors
(ei(t-i-h)X _ eitX) X etX

S| =

presque siirement lorsque h tend vers 0. Comme pour tout a et b on a |e™ — €| < |b — a| on
en déduit .
‘E (ei(t—l—h)X _ eitX)‘ < |X|

La variable X étant de carré intégrable, |X| est intégrable et le théoreme de convergence
dominée implique

}{IH%)E (% (ei(t+h)X o eitX)) _ E[’LX@”X]
%

On en déduit que

lim + (px (t + h) — px (1) = E[iXe].

h—0 h
La fonction ¢x est donc dérivable et on peut calculer sa dérivée. En appliquant a nouveau
le théoréme de convergence dominée, on peut montrer que ¢’y est continue et méme C I avec
% (t) = —E[X2e!X]. 11 suffit alors d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral pour
obtenir le résultat annoncé. O

Ce résultat peut évidemment se généraliser aux ordres supérieurs.
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Ainsi si X satisfait E[|X|"] < oo pour un certain ordre n, alors
— @x est continument différentiable jusqu’a 'ordre n inclus
— pour tout 0 < k <n,ona 909;)(0) = *E[X*]

— (x est représenté par la formule de Taylor :

ox(t) = 32 WP B+ of

lorsque t — 0.

Preuve : On a démontré que la fonction caractéristique de Z vaut :

. 1)k
pz(t) = Ble"?] = e /2 =" (2kk)| t*%; vt € R,
k>0 ’

(n) 0
Mais ¢ est analytique et admet pour développement : ¢z (t) = Z QDZ—'() t"™. 1l suffit ensuite
n!
n>0

d’identifier. O

Le lien entre I'indépendance et les fonctions caractéristiques est le suivant,

Preuve : En effet,
pxyy (1) = Bl = B ] = B[] = ox (t)ey (1).

O

Il est finalement possible de définir des fonctions caractéristiques pour des couples de variables
aléatoires. Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire alors la fonction de deux variables

SO(X,Y)(t; ’LL) — E[eitX—i-iuY]
est la fonction caractéristique du couple. En particulier cette fonction détermine de fagcon unique
la loi jointe du couple (X,Y).
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2.2 Application aux théoremes limites

Dans cette section, on souhaite utiliser les fonctions caractéristiques pour démontrer le théoreme
de la limite centrale. Pour ce faire, nous nous intéresserons dans un premier temps a la loi des
grands nombres puis nous en viendrons au TCL.

Loi des grands nombres

Nous rappelons les lois faible et forte des grands nombres. Nous considérons une suite de
variables aléatoires (X,,),>; et construisons sa somme partielle :

Spn=X1+Xo+...+X,.

Lorsque les variables aléatoires (X,,),>1 ont la méme loi, on notera E[X] leur espérance com-
mune et Var(X) = 0% leur variance commune.

Preuve : La preuve de ce résultat repose sur l'inégalité de Bienaymé-Tchebitchef. En effet
en considérant la variable aléatoire Z,, = S,,/n on a les parametres suivants : E[Z,] = E[X]
et comme les variables aléatoires X, sont indépendantes entre elles,

IR 1
Var(Zy) = —Var =5 ) Var(X,) =~}
k=1

L’inégalité de Bienaymé-Tchebitchef nous donne alors, pour tout € > 0,
Var(Zy) o3
Z, —E|Z = —=.
B(Z, —E[Zi)] > ) < —5) = X
Comme E[Z,] = E[X], on en déduit que
lim P ( Sn > e) =0
n—o00 n

ce qui signifie que S, /n converge en probabilité vers E[X] (voir la section dans le premier
chapitre traitant des convergences stochastiques). O

La démonstration de ce résultat est particulierement sympathique mais il arrive que les va-
riables aléatoires considérées ne soient hélas pas de carré intégrable. Nous présentons alors une
version plus générale de la loi faible des grands nombres.



La seule condition sur les variables aléatoires est l'intégrabilité. Ce résultat repose sur un
lemme concernant la convergence en probabilité.

Preuve : On considere l'intervalle A =]a — €, a+ ¢[. Comme A est un intervalle ouvert A¢ est
un fermé de R, on en déduit que 14c est une fonction borélienne. Ainsi comme X,, converge

vers X en loi, on a
lim E[14¢(X,)] = E[l4e(a)] = 14c(a) = 0.

n—oo

En réécrivant la limite on obtient :

lim P(|X,, —a| >¢€) =0,

n—oo

ce qui correspond a la convergence en probabilité. ([l

On peut alors démontrer la loi faible des grands nombres pour des variables juste intégrables.

Preuve :(loi faible) Soit ¢, la fonction caractéristique de S, /n et ¢ celle de X;. Les variables
aléatoires sont indépendantes et de méme loi, ainsi

on(t) = B[S/ = (go(t/n))n.

Puisque X est intégrable, la fonction ¢ est dérivable et ¢'(0) = iE[X]. Par conséquent, au
voisinage de 0, on a ¢(t) = 1 + itE[X] 4 o(t). On en déduit
1

enlt) = (14 i:—lE[X] +o(2))" = exp {nlog(1 + i:—lE[X] 4 o(%))}

Sachant que log(1 + z) est équivalent a z au voisinage de 0, on en déduit :

lim ¢, (t) = X,

n—oo

Ce qui signifie que S,,/n converge en loi vers la constante E[X] lorsque n tend vers U'infini. Il
suffit alors d’appliquer le Lemme 2 pour démontrer la loi faible des grands nombres. ([

33



Preuve : Nous allons montrer juste une partie du résultat. Montrons que si les variables X,
admettent un moment d’ordre deuz, alors Sy,/n converge presque sirement vers E[X].
On suppose que E[X?] < oo. En écrivant X,, = X5 — X~ ot X, (resp. X,,) désigne la partie
positive de X, (resp. la partie négative), on peut supposer que les variables X, sont positives
et de carré intégrable.
Considérons Z, = S,2/n?. On peut alors calculer I'espérance et la variance de Z,. On a
E[Z,] = E[S,2]/n? = E[X] et Var(Z,) = Var(S,:)/n* = 0% /n?. Ainsi I'inégalité de Bienaymé-
Tchebitchef nous assure :

oy, =P (

Ainsi «y, est le terme général d’une série convergente ce qui implique d’aprés le critere de
convergence (Proposition 15) que S,2/n? converge presque stirement vers E[X].

Les variables X, étant positives, la suite n — S, est croissante. Par conséquent, pour tout k
entier vérifiant n? <k < (n+1)%, ona S,2 < Sy < S(nt1y2- Dot

S, 4 Jg(
W [X]‘”)fnz-

Sk _ Sernz _ <n+ 1)2 S(n+1)2

k= n? n (n+1)2’
S, Sw _( n s
E = (n+1)2 n+1/ n?’
On en déduit aisément la convergence presque sire de Sy /k vers E[X] lorsque k — oo. O

Applications de la loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres a deux applications particulierement importantes :

— la premiere application concerne I’estimation d’une probabilité. Imaginons que I'on observe
une suite de réalisations indépendantes d'une expérience aléatoire et qu’on souhaite estimer
la probabilité d’un événement A. On introduit alors la variable aléatoire X, associée a
chaque expérience et qui vaut 1 lorsque A est réalisée et 0 sinon (une variable de Bernoulli
de parametre inconnu p). En considérant la fréquence d’apparition de A au cours des n
premieres expériences, définie par

fo— X +...X,
n — Y

n

la loi forte des grands nombres nous assure que f,, converge presque strement vers E[X;] = p.
Il s’en suit donc que f,, est une bonne approximation de la valeur inconnue p.

— La seconde application importante est I’estimation de la valeur de certaines intégrales par
la méthode de Monte-Carlo. En effet considérons f une fonction bornée et son intégrale
I(f) définie par :

1(f) = /0 F(t)dt.

34



On peut remarquer que l'intégrale s’exprime sous la forme d’une espérance de variable
aléatoire, notamment I(f) = E[f(U;)] ou U; est une variable aléatoire uniforme sur l'inter-
valle [0, 1]. En choisissant une suite de variables aléatoires uniformes indépendantes (U, ),>1
on obtient alors que [,, définie par

)+ .+ f(U)

converge presque stirement vers I lorsque n — oo. Cela permet d’avoir une approximation
de I différente des approximations classiques données par exemple par la méthode des rec-
tangles ou des trapezes. Les méthodes de Monte Carlo seront développées dans un chapitre
ultérieur.

Le théoréeme de la limite centrale ou ”central limit”

L’utilité du théoreme de la limite centrale est de donner une vitesse de convergence dans la loi
des grands nombres.

Ce résultat explique la place fondamentale des variables aléatoires gaussiennes en probabi-
lités et en statistique. En effet la loi commune des variables X,, n’influence pas du tout celle de
la limite qui restera toujours gaussienne.

Une conséquence immédiate du théoreme de la limite centrale est :




Preuve : On va utiliser le role essentiel de la fonction caractéristique. On pose

(S
Y, = E(W - IE[X]).

Soit t € R, alors la fonction caractéristique satisfait

ovalt) = E[e’tﬁg(i =) _ [ T (e

L1 _
E[GZt_"Xﬁ(Xk ]E[X])] par indépendance des Xk

Il
=

>
Il

1

0 f(Xk: ]E n . N .
Ele"x car toutes les variables ont la méme loi,
n

(¢
-~ ﬁ»

Comme X; — E[X] est une variable aléatoire de moyenne nulle et d’écart-type ox, la Propo-

2
sition 18 nous assure de développement limité suivant : o x, _gx](t) = 1 — ZX 2 4+ o(t?). On
obtient donc

exa(277) =13 +o(3)
Ainsi )
vy, (t) = (1_t_+0<;))n — e 2 = py(t).

La convergence des fonctions caractéristiques entraine la convergence en loi.

O

Applications du théoreme de la limite centrale

En appliquant le théoreme de la limite centrale a différentes lois de probabilité, on obtient alors
les résultats suivants :

On peut également s’intéresser a la loi de Poisson :

On peut finalement s’intéresser a ’approximation de la loi gamma par une gaussienne :
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Chapitre 3

Vecteurs aléatoires gaussiens

Les variables aléatoires gaussiennes apparaissent naturellement comme limite de sommes re-
normalisées, de v.a. indépendantes ; pour plus de précisions on peut se reporter a 1’énoncé du
théoreme central limite dans la section 4. Ainsi la somme cumulée de petites fluctuations au
niveau microscopique donne naissance a une fluctuation macroscopique gaussienne. En plus
de cette propriété de “normalité”, les v.a. gaussiennes a valeurs multidimensionnelles sont tres
utilisées dans la modélisation de phénomenes physiques, car elles se prétent extrémement bien
au calcul.

3.1 Définitions et propriétés des variables aléatoires gaus-
siennes a valeurs réelles

Définition 15 Une variable aléatoire a valeurs réelles X est dite gaussienne réduite et centrée
st sa loi de probabilité admet la densité :

On note N7(0, 1) cette loi. Rappelons que

EC0) = 0 [ fwen (-5 ) d

pour toute fonction borélienne bornée ou positive. En particulier,

/IReXp <—%2) dz = /2.

2 x

Remarque : On introduit la fonction d’erreur erf définie par erf(z) = 7 / exp(—t?) dt. Si
T Jo

X suit une loi NV;(0,1) alors IP(|X]| < v/22) = erf(x).
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Preuve : On vérifie que 'intégrale f]R exp(zx — %xz)dac est absolument convergente pour tout

z complexe. Par conséquent la quantité ¢(z) = IE(e*X) est bien définie et,
1 1,
z2) = —= [ exp(zz — -x°)dx.
o) = <= [ expler— o)
Supposons z réel. On écrit zx — %xQ = —%(w —2)2+ % et 'on fait le changement de variable

y = x — z dans l'intégrale, il vient p(z) = e’/2. Remarquons que ¢ et z — ¢ /2 sont deux
fonctions entieres; puisque ces deux fonctions coincident sur IR, elles sont égales sur C. En
particulier, si z =it avec t € R, on a : IE(exp(itX)) = e‘tZ/Q, t € R.

Soit n > 1. Sachant que lim|;| %(Z) = 0, il existe une constante ¢, telle que
|z]" < cp(e®+e7 "), VaelR. (3.4)

Puisque IE(exp(aX)) existe pour tout réel a, on déduit de (3.4) que E(]X|*) < oco. Par
conséquent, IE(X"™) existe pour tout n > 1.

Par ailleurs, en utilisant le développement en série entiere de x — e
presque surement,

“r on peut affirmer que,

Mais |S,| <Y avec
— [EFIXTE ) o ax ex
Y'ZIEE:———ET—— =€ S (& +e
k=0

En utilisant & nouveau le fait que IE(exp(aX)) < oo, on en déduit que Y est intégrable. Une
application du théoreme de Lebesgue, conduit a,

E(exp(itX)) =18 | Y (”ni,)n => i—tfm(xn).
n>0 n>0

Par identification on en déduit (3.3). O
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Notons en particulier IE(X) = 0, Var(X) = 1. Ce qui justifie les termes réduit et centré.

Définition 16 Une variable aléatoire réelle Y est dite gaussienne sl existe une v.a. X gaus-
sienne réduite et centrée, et deux réels a et b tels que Y = aX + b.

On peut identifier a et b a I'aide de 'espérance et la variance de Y, plus précisément,
E(Y)=b, Vary =a®x VarX = a’.
Posons o = |a| et m = b, et supposons a > 0, alors
Y =0X +m, X deloi gaussienne réduite et centrée. (3.5)

Sia < 0,on écrit Y = (—a)(—X) + b, on peut se ramener au cas précédent en observant que
— X suit une loi gaussienne réduite et centrée.

La relation précédente permet d’exprimer X al’aide de Y. En effet, soient Y une v.a. gaussienne,
m =IE(Y) et 0 = VarY. On suppose ¢ > 0. Alorslav.a. Y, = YTTm est une v.a. de loi gaussienne

réduite et centrée et
Y =0Y, +m. (3.6)

On note N;(m, %) la loi d’'une v.a. de loi gaussienne de moyenne m et de variance 0. Un calcul
aisé montre :
1 (x —m)?
exp —

oV 2T 202
Soit Y de loi Nj(m,0?), on déduit de (3.6)

E[exp(itY)] = "™ [E[exp i(to)Y,].

est la densité de N (m,o?). (3.7)

Une application directe de (3.1) et (3.2) conduit a,
2

El[exp(itY)] = exp (z’tm - %02) , telR. (3.8)

En utilisant I'injectivité de la transformée de Fourier, on montre que si X est une v.a. telle que la
fonction caractéristique (c’est-a-dire la fonction ¢t — IE(exp(it X)) est égale & t — exp(ita—t>b?)
oua € RetbelR, X est une v.a. gaussienne.

Proposition 21 Soient Y et Yy deux v.a. gaussiennes, indépendantes, Y1 de loi Ni(mq,0?),
Yy de loi Ni(ma, 03). Alors Yy + Ys est une v.a. gaussienne de loi Ni(my + mo, 02 + 03).

Preuve : Les v.a. Y7 et Y5 étant indépendantes, on a pour tout t réel :
o(t) = Elexp(it(Y1 + Y2))] = Elexp(itY1)] E[exp(itYs)].

De plus Y7 et Y5 sont gaussiennes, d’apres (3.8), on a :

252 252
p(t) = exp <itm1 - 21> exp <itm2 - 22>
2(02 + 52
= exp <it(m1 + m2) — (0-12—’_0-2)> .
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Remarques

1) Le résultat peut étre faux si ’on ne suppose plus Y] et Y5 indépendantes.

2) Plagons-nous sous les hypotheses de la proposition 21. Si I'on sait que Y; + Y, est gaussienne,
de loi Ni(m,c?), il est aisé d’identifier les deux parameétres :

m =E(Y; +Y3) = E(Y)) + E(Y2) = mq + ma,
0 = Var(Y; + Ys) = VarY; + VarYy = o7 + 03.

La deuxieme égalité a lieu car Y] et Y5 sont deux v.a. indépendantes.
3) Le résultat se généralise sans difficulté au cas de n v.a. : soient Y1,Ys,....Y,, n v.ar.,
indépendantes, Y; de loi Nj(m;,0?), 1 <i < n, alors

Y, +Y,+ ... +Y, suit une loi N; (Z mi, ZO‘?) ) (3.9)

i=1 =1

3.2 Espérance et covariance de v.a. a valeurs vectorielles

Avant de considérer les vecteurs gaussiens, il est bon de rappeler les définitions et propriétés
des v.a. a valeurs vectorielles.

Définitions et notations

1) Si A est une matrice d’ordre, A* désigne la matrice transposée. En particulier si x € IR"
est considéré comme un vecteur unicolonne, x* est une matrice uniligne. Si x et y sont deux
vecteurs de IR", leur produit scalaire est noté :

<zy>=xy=yr= Zwiyi, = (21, Tn), Y= (Y1, s Yn)-
i=1

2) Une v.a. X a valeurs dans IR" est la donnée de n v.a. a valeurs réelles X;,Xs,...,X,,. On note
X la matrice unicolonne de coordonnées X;,Xs,....X,, :

X" = (X1, Xs,...,X,,) ouencore X = (3.10)

Pour d’évidentes raisons typographiques, on choisira la premiere écriture.
3) Soit X une v.a. de coordonnées X, Xs,...,X,,, on note IE(X) le vecteur unicolonne de coor-

données [E(X),E(X,),...[E(X,) :
EX) = (E(X;), E(Xy),..,E(X,)). (3.11)
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On suppose bien stur que chaque v.a. X; admet une espérance.
4) Soit X (resp. V) une v.a. a valeurs dans IR" (resp. R™), Kxy est la matrice d’ordre n x m
(n lignes et m colonnes) définie par
Kxy = E[(X - EX))(Y - EY))"]. (3.12)

Remarquons que X —IE(X) est une matrice n x 1 et (Y —IE(Y'))* une matrice 1 x m, le produit
(X —IE(X))(Y — IE(Y))* est une matrice n x m. Soit Kxy(¢,7) I'élément de Ky y situé a la
teme ligne et jeme colonne, alors :

Kxy(i,j) =Cov(X;,Y;); 1<i<n, 1<j<m, (3.13)
ou Cov(U,V) =IEUV)—-IE(U)IE(V). Rappelons que si U et V sont deux v.a. a valeurs réelles,

Cov(U,V)=E[(U-IEQU))(V -IE(V)) = E[UV]| - E[UJE[V].

Si l'on choisit Y = X, la matrice Kx x est appelée matrice de covariance de X, on note pour
simplifier Ky = Kx x. Cette matrice est carrée d’ordre n, et :

Ky = B[(X ~ E(X)(X — E(X))]. (3.14)

Kx(i,j) =Cov(X;, X;); 1<i<n, 1<j<n. (3.15)

Nous allons a présent donner quelques propriétés utiles en pratique. La démonstration en est
laissée au lecteur.
Propriétés
1) Soient X une v.a. a valeurs IR", A une matrice d’ordre m x n, u un vecteur de IR™. Alors
Eju+ AX] =u+ AIE(X). (3.16)
2) Comme dans le cas unidimensionnel, on a deux formules pour calculer la covariance :
Kxy =IEXY") - EX)E(Y)" (3.17)

En particulier,
Ky = EXX") - EX)E(X)". (3.18)

3) Soit A une matrice d’ordre m x n, X une v.a. a valeurs dans IR" et u € IR™, alors

Kupax = Kax = AKxA*. (3.19)
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3.3 Vecteurs aléatoires gaussiens

Nous conservons bien sur les notations de la section précédente, les v.a. vectorielles seront
représentées par des matrices unicolonnes.

Définition 17 Une v.a. X a valeurs dans IR", est dite gaussienne (on dit aussi que X est un
vecteur aléatoire gaussien) si et seulement si pour tout X € R™, \* = (A, ..., \n),

<ANX>=)NX= Z NiX; est une v.a. gaussienne réelle. (3.20)

=1

Remarques :

1) Il est clair que si X est un vecteur gaussien, alors chaque composante X; de X est une v.a.r.
gaussienne.

2) L’exemple clé de vecteur gaussien est celui ou X7,...,.X,, sont n v.a. gaussiennes, indépendantes.

Il suffit en effet d’appliquer directement (3.9). Attention! L’hypothese d’indépendance est es-
sentielle. Il est facile de construire un exemple ou X; et X, sont deux v.a.r. gaussiennes telles
que (X7, X5) ne soit pas un vecteur gaussien.

Preuve : La v.a. Y =< u, X >= u*X est une v.a. gaussienne et IE(Y) =< u,IE(X) >. De
plus d’apres (3.19) : VarY = u*Ku. Par conséquent, une application directe de (3.8) conduit
a: Elexp(i < u, X >)] = /B —gVary O

Remarques :

1) Sin =1, on retrouve exactement la formulation de (3.8). On peut remarquer d’ailleurs que
pour établir la proposition 22, on se ramene au cas unidimensionel.

2) La proposition 22 signifie que la loi d'un vecteur gaussien X est caractérisée par sa moyenne
m et sa matrice de covariance K :si X et Y sont deux vecteurs gaussiens, ayant méme moyenne
et méme matrice de covariance, ils ont méme loi. Attention cette propriété concerne les vecteurs
gaussiens, elle n’est pas vraie en général, il n’y a aucune raison pour que deux v.a. a valeurs
réelles qui ont méme moyenne et méme variance aient méme loi.
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Preuve : Soit u € IRP représenté sous forme unicolonne. Alors
WY =u'z+urAX = utz + 0t X,
ou l'on a posé v = A*u.

X étant un vecteur gaussien, alors v*X est une v.a.r. gaussienne. Y est bien un vecteur
gaussien. De plus, IE(Y) = z + AIE(X) = 2+ Am; Ky = AKxA*. O

Proposition 24 La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire est une matrice symétrique
et positive.

Preuve : Soit K la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X & valeurs dans IR". Puisque
K(i,j) = Cov(X;, X;), il est clair que K est symétrique : K (i,5) = K(j,4) pour tout i et j
de {1,2,...,n}. Montrons que K est une matrice positive : u*Ku > 0, pour tout vecteur u de
IR"™. En effet , posons Y = «*X, alors Var(Y) = u*Ku > 0. O

Théoreme 10 Soient m un vecteur de R" et I' une matrice carrée symétrique positive d’ordre
n. Alors il existe un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance I'.

Afin de prouver le théoreme on commence par établir un résultat d’algebre linéaire :

Lemme 3 Soit I' une matrice d’ordre n, symétrique et positive. Alors il existe une matrice A,
carré d’ordre n telle que I' = AA*.

Preuve : (Lemme). ' étant symétrique, il existe une matrice U orthogonale (UU* = U*U =
Id) telle que Dy = U*T'U soit une matrice diagonale. On note Aj,Ag,...,A, les éléments situés
sur la diagonale de Dp. T' étant de plus positive, A\; > 0 pour tout i € {1,2,...,n}. Soit
D la matrice diagonale, dont les éléments situés sur la diagonale sont v/A1,v/A2,...,v/An. On
pose A = UD. Rappelons que U~! = U*, donc I' = UD,U*. Mais D; = D? = DD*, d’onl
I'=UDD*U*=UD(UD)* = AA*. O

Preuve :(Théoreme). Soient Y7,Ys,....Y;,, n v.a. gaussiennes réelles, indépendantes,
équidistribuées et de lois N1(0,1). On pose Y* = (Y1,...,Y,). Y est un vecteur gaussien.
On définit X par :

X = m+ AY, (3.23)

ou A est une matrice n x n, telle que I' = AA*. D’apres la proposition 23, X est un vecteur
gaussien

E(X) = m + E(AY) = m + AE(Y) = m,
Ky = AKy A* = AIdA* = AA* =T.

O

Notation. NV, (m,T") désigne la loi d’un vecteur gaussien dans IR" de moyenne m et de matrice
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de covariance I'.

Remarque. Lorsque n = 1, la formule (3.23) est analogue a celle que 'on a vue en dimension
1: X =m+oY avec Y ~ Ni(0,1) et o I'écart-type de X.

Il est bon de retenir le procédé pour engendrer un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice
de covariance I' : on considere

— A une "racine carrée positive” de I', c’est-a-dire une matrice carrée telle que I' = AA*.
— Y1,Y5,....,Y, n v.a.r., indépendantes de loi gaussienne réduite et centrée.

Alors

X =m+ AY suit la loi N, (m,T). (3.24)

Théoréme 11 Soit X un vecteur gaussien, X* = (X,..., X,,). Alors les v.a. X1,Xs,...,X,
sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance K de X est diagonale.

Preuve : Il est clair que si Xj,...,X,, sont indépendantes alors K (,j) = cov(X;, X;) = 0 si
1 # j. Donc K est diagonale.
Etudions la réciproque. Nous avons montré :

E(exp(i < u, X >)) = e <uB(X)>—guKu ) ¢ R7, (3.25)

Mais K étant diagonale, on a :

uwKu = ZulzK(l, )= Zu% Var(X;). (3.26)
=1 =1

Notons ¢x, la fonction caractéristique de X : ¢x,(s) = [E[e"**!], s € IR. Si I'on choisit u tel
que u; = 0, pour tout i # [, (3.25) et (3.26) impliquent

¢x, (w) = E(exp(iw X)) = PuIB (X))~ guf Var(X,)

On peut donc ré-écrire (3.25) sous la forme suivante :

ox, (u1)...0x, (up) = IE [exp <i2ule>] = Elexp(i < u, X >)],
1=1

pour tout u = (uy,ug, ..., u,). Ce qui signifie que les v.a. X1,Xo,...,X,, sont indépendantes. [J
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Preuve : 1) a) On commence par établir un résultat préliminaire. Soit H un sous-espace
vectoriel de IR™, de dimension strictement plus petite que n. Si £ est une v.a. a densité alors
IP(£ € H) = 0. En effet soit H' un hyperplan contenant H. Quitte & changer les coordonnées
on peut supposer que H' = {(x1,z2, ..., Z,); o, = 0}. Notons ¢ la densité de £, on a :

P(cH)=P(EcH)= / o(x1,x2, oy xp) 2, = 0}day das ... dzy, = 0.
b) On a vu (cf. formule (3.24)) que X a méme loi que m + AY, ou AA* = K et YV est
un vecteur dont toutes les composantes admettent des densités. Si A n’est pas inversible,
A considéré comme application linéaire a une image H strictement incluse dans IR™. Donc
AY € H. Raisonnons par l'absurde : si X admet une densité, X — m aussi; d’apres ce qui
précede on a IP(X —m € H) =0et IP(X —m € H) = P(AY € H) = 1. Par conséquent X
n’a pas de densité.

Lorsque A est inversible, I'application y — m + Ay étant bijective et de classe C', la v.a.

m + AY admet une densité.
Puisque AA* = K, det(A) det(A*) = (det(A))? = det(K), on a I'équivalence :

A inversible <= K est inversible.

2) Soit Y un vecteur gaussien centré de matrice de covariance identité. Il est clair que Y

admet pour densité :
1

1
g(y)=WeXp—§<y,y>.

Posons X’ = AY +m donc Y = A~1(X’ —m). Le jacobien de x — A~!(z — m) est A}, son
déterminant vaut det(A~!) = ﬁ(z‘\)' Mais
(det(A))? = det(K) et K1 = (AA*)~1 = (A*)"1A~L. De plus,

<yy> = <Al z-m), A (z—m)>=(x-m)* (A1) A (z-m)
(x —m)* K Yz —m).

Donc X’ admet pour densité la fonction f définie par (3.27). Puisque X et X’ ont méme loi,
X admet pour densité f. O
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3.4 Convergence vers la loi normale

On rappelle la loi forte des grands nombres :

Théoréme 13 Soit (X,; n > 1) une suite de v.a. a valeurs dans R*, indépendantes, de méme
loi et telles que IE[||X1]]] < oo, IB[X,] = m € IRF. Alors

Xi+Xo+ ...+ X,
n

(w) — m, quand n — oo, pour tout w € 2

sauf sur un ensemble de probabilité nulle.

Le théoreme de la limite centrale précise un peu plus cette convergence :

Preuve : Pour démontrer la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires T,, vers
une variable aléatoire 7' il suffit de montrer la convergence des fonctions caractéristiques (voir
Appendice).
Xl +X2+...—|—Xn—nm

NG .
On calcule alors la fonction caractéristique, qui peut s’ecrire comme le produit de n fonctions
caractéristiques car les variables aléatoires X; sont indépendantes.

On pose T;, =

) t n
O, (t) = Elexpi < t,T), >] = e "<tVP>Tg {expi < — X1 >} .

vn

Par une simple translation, on se ramene a considérer des variables aléatoires centrées.
. n

On pose )~(1 = X7 —m. Alors @7, (t) = E <exp% < t,)zl > | . Comme )Z'l admet un
n

moment d’ordre 2, sa fonction caractéristique, c’est-a-dire sa tranformée de Fourier, admet
un développement de Taylor d’odre 2, ®x, (t) = 1 — $t* Kt + o(|t|?). Ainsi, quand n — oo,

By, (1) = (1 - (%)K (%) I (g))n . exp—%t*Kt.

Corollaire 5 Soit (X,,;; n > 1) une suite de v.a.r. de Bernoulli, indépendantes et de méme
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loi, P(X,,=1)=p, P(X,=0)=1—p=gq. Alors

Xi+ o+ X, —
1t P Ly A0, 1).

\/npq n—00

Remarque. En pratique dés que np > 15, on approxime la loi de W par N;(0,1).
Notons que X; + ... + X, suit B(n,p).

3.5 Loi du chi-deux

Pour tout A > 0 et a > 0, on note (A, a) la loi sur IR de densité :

| T
— = —— ) Tesoy, 3.28
a* T'(\) (exp a) {z>0} (3.28)
ouT'(A) = 22 te™dx. Le but de cette section est de montrer qu'il existe un lien étroit

0
entre les lois gamma et gaussiennes. On commence par un résultat préliminaire.

Preuve : 1) Le premier résultat est classique, on refait brievement la démonstration. Soit ¢
une fonction borélienne positive et A = IE[p(X +Y')]. Puisque le couple (X, Y) a pour densité

F(z)(y). on a
=[] e+t dray

On fait le changement de variables : u =z, v =z + y, d’ou
A= [ e et —wduto = [ o)(f+ )

2) Etudions le cas particulier ou X ~ y(\,a) et Y ~ y(u,a). X +Y a pour densité h, avec

xr
— B — [ a — adt' >0
h(z) /0 a}\(a: t) I‘()\)e aut I‘(,u)e x>0,
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et h(z) =0 siz < 0. On en déduit,
h(z) =c /x(ac — )M ) e avee ¢ = 1 (3.29)
0 ’ atr DA (1) '
On fait le changement de variable ¢ = uz, on obtient
1
h(z) = dartrlema/a, o — c/ (1 —u)* tuttdu. (3.30)
0
Mais on sait que h est une densité, d’ou
o0
/ h(z)dx = c’/ g M emady — AP (N + p) = 1. (3.31)
R 0
On a montré que X + Y suit une loi y(A + u, a).
3) Si X ~ (A a) et p> 0, alors un changement de variable immédiat montre que pX suit
une loi y(A, ap). O

Remarque.
En utilisant (3.29), (3.30) et (3.31) on a montré :

/01(1 — )M la = %; A>0, p>0. (3.32)

Définition 18 On appelle loi du chi-deux a n degrés de liberté, la loi de v.a. ZXZZ, ot les v.a.
i=1

X1,Xs,...,X, sont indépendantes et ont pour loi commune la loi gaussienne réduite et centrée.
On note x*(n) cette distribution.

Proposition 26 La loi du x?(n) coincide avec la loi v(n/2,2). En particulier la loi de Z X?

=1

est v(n/2,2), ou les v.a. X1,Xs,...,X,, sont indépendantes et de loi N1(0,1).

Preuve : 1) On commence par calculer la loi de X?. Posons A = IE[f(X?)] o f est une
fonction borélienne positive. On a :

A—l/ f(z?) ex —:UQd:U—/OOf(xZ)eX —:U—Qda:
Vo I P 0 Py O
On fait le changement de variable y = x2, il vient
1 oo
A= — ~12 exp(—y/2)dy.
\/%/o fwy p(—y/2)dy

Donc x2(1) = 7(171/2, 2).

2) Posons &, = Z X2, Montrons par récurrence sur n > 1 : &, ~ v(n/2,2).
i=1
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On a vu a 'étape précédente que & ~ v(1/2,2), la propriété est réalisée pour n = 1. Ex-
plicitons n = n + 1. On remarque que XZH est indépendante de &, &, ~ v(n/2,2) et
X2 | ~~(1/2,2). D’apres le 2) de la proposition 25, &,41 ~v(n/2+1/2,2) = fy(”T‘H, 2). O

On s’intéresse a une suite de n variables aléatoires gaussiennes. On introduit tout d’abord la
notion de moyenne et de variance empirique.

Soient X1,X5,...,X,,, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs réelles. On
définit deux nouvelles v.a. X,, et S? la moyenne et la variance empirique :

1 1 n _
X,=—(X;1+Xo+ ..+ X,); S?= X, —X)?|. 3.33
SO+ Xo L X); S n_1<’;( ¢ )) (3:33)

En fait, la renormalisation étonnante de la variance empirique provient du fait que la moyenne
et la variance empirique sont des estimateurs sans biais de I'espérance et de la variance de la
loi de X; : si m € IR est Pespérance de X; et o2 sa variance, on a (exercice) : IE[X,] = m
et IE[S?] = o2, Par ce procédé on peut donc obtenir une bonne approximation de la variance
d’une variable aléatoire par la variance empirique. Il est alors important de connaitre ’erreur
commise dans un probléme donné en prenant a la place de la variance (inconnue) la variance
empirique (qui est aléatoire). On s’'intéresse donc a la loi de S? qui précisera sa distribution
autour de son espérance.

Théoreme 15 Soient X, Xo,...,X,, n v.a. réelles, indépendantes, de méme loi gaussienne
Ni(m, a®). Alors

1) X, et S; sont indépendantes.

2) X, suit une loi Ni(m, Z) et "L S? a pour loi x2(n — 1).

Preuve : 1) La premiére étape consiste a vérifier que I'on peut se ramener au cas ou m = 0

et 0 = 1. On pose
_Xi—m

g

Les v.a. X, X5,...,X} sont indépendantes, chacune de loi Ni(0,1). On note X/ et S la
moyenne et la variance empirique de cette nouvelle suite. On déduit de (3.34),

Xi

— X;=0X/+m 1<i<n. (3.34)

X, =oX] +m. (3.35)
Par conséquent, X; — X, = o(X! — X/). On en déduit
52 = 52872, (3.36)

Donc si le théoreme 15 est réalisé lorsque m = 0 et 0 = 1, d’apres (3.35) et (3.36) ce théoreme
I’est encore dans le cas général.

2) On suppose que chaque v.a. X; est de loi N1(0,1).

Soit u; le vecteur de IR™ de coordonnées —=, ..., Ce vecteur est de norme 1, il existe

N
donc ug,us,...,u, de R™ tels que B = {uy,ug, ..., u,} soit une base orthonormée de IR".
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Soit A la matrice carrée d’ordre n, dont les colonnes sont ui,us,...,u,. Par construction A est
une matrice orthogonale : AA* = A*A = Id. On note Y = A*X, et Y* = (Y1, Yo, ..., Yy).
D’apres la proposition 23, Y est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance Ky :

Ky = A*Kx(A*)* = A" Td.A= A"A=1d.,

les v.a. X1,X9,...,X,, étant indépendantes, réduites et centrées la matrice de covariance Kx

1 1 1
de X est l'identité. Puisque la premiere ligne de A* est u] = <\/ﬁ’ ﬁ7 s e \/ﬁ>’ on a
Y = —(Xl + Xo + ..+ X)) = VX, (3.37)

vn

On va exprimer S2 & l'aide de Y.

3
3

(n—1)8% = (X — X,)2 =) (X2 -2Xp X, + X2)

Par conséquent,

(n—1)82 (Z Xk> —2X,(nX,) +nX? = (Z Xk> —nX2. (3.38)

k=1

Mais Y = A*X, A* est une matrice orthogonale, elle conserve la norme :
n n

> V=) Xi

k=1 k=1
On déduit de (3.37) et (3.38) :

n
(n—1)8S ZYk—Yf:ZY,f.
k=2

Y est un vecteur gaussien de matrice de covariance identité, les v.a. Y7,Y5,...,Y,, sont donc
indépendantes et ont pour loi A7(0,1), on en déduit 'indépendance de X,, et S2. De plus
X, ~Ni(0,1/n), et d’apres la proposition 26, la loi de S2 est x2(n — 1). O

3.6 Application a la statistique

Nous terminerons ce chapitre en donnant une application du théoreme 15 a la théorie des tests
statistiques.
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On s’intéresse a I'approximation d’une loi discrete sur E' = {1,2, ..., k}, notée p = (p1, p2, ..., Pi) :

k
pi>0, Vie{l,2,.k} et > p=1 (3.39)
=1

On considere Y7,Y5,...,Y,,, un échantillon de loi p; ce qui signifie que les v.a. Y7,Y5,....Y,, sont
indépendantes et ont méme loi p. On introduit :

No(i) =#{j;1<j<n, Vy=i} =Y Ty _y; i€E. (3.40)
j=1
N, (i) est le nombre de fois ou Y; = 4, lorsque j varie de 1 a n, N’;L(i) est donc la fréquence
d’apparition de 7.

Preuve : Soit (eq, €g, ..., ;) la base canonique de IR*. On introduit :

k

Xj=> Ly, pe; 1<j<n (3.41)
=1

(Xj; j > 1) est une famille de vecteurs aléatoires, indépendants, de méme loi, et a valeurs
dans IR*. Les X j ont un moment d’ordre 2, d’apres le théoreme central limite,

1 n
A T E X; —nlE(X) |, converge en loi vers N (0, A4),
n
i=1

ou A désigne la matrice de covariance de X;. D’apres (3.41),

k

n k
Zy = % Z Z Ly,—y—npge | = % (Z(Nn(l) — npl)el> .

=1 | j=1 =1

Donc

x Nn(]-) — np1 Nn(2) — np2 Nn(k;) — NPk
Z"‘( i vm T m >
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Il reste donc a évaluer la matrice A = (a; ;).
a5 = COV (]I{lei}a ]I{Y1=j}) = IP(Yl = i,Yl = j) — IP(YI = Z)IP(Yl = ])

D’ou a; j = p;id;j — pipj, avec §; j = Lg_jy. Soit u un vecteur de RF, u* = (uy,ug, .., u). On

lui associe v € RF | v* = (u1/\/P1,u2/\/D2; - ur//Pk)- On a :
<u, Ty >=u*T, =v*Z, =< v, Z, > .
Soit ®,, la fonction caractéristique de T, ; alors
@, (u) = Elexp(i < u, T, >)] = Elexp(i < v, Z, >)].

Sachant que Z,, converge en loi, vers N (0, A),

1
lim ®,,(u) = exp ——v* Av.
n—00 2
Un calcul immédiat conduit a :
k k
viAv = Zaiiv? + Z a; jUiv; = Z(l —pi)ui — Z V/Pi/DjUit;
i=1 1<i#j<k i=1 1<i#j<k

k k L
- Zu? - (Z \/Euz> Z\/]TJU] = u*Tu.
=1 i=1 j=1

Considérons alors

BT =Y (20 i”pi)Q Sy (29 - p) | (542

d? . . , ..
- correspond au carré¢ d’une pseudo-distance dans IR*, entre la fréquence empirique

g
( (), 1§i§k:) et (pi; 1<i<k).

n

Proposition 28 d2 converge en loi, lorsque n — oo, vers la loi x*(k — 1).

Avant de démontrer ce résultat, introduisons un lemme préliminaire :
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Lemme 4 Soit I' = 1d. — (\/p)(\/p)*. Alors il existe une matrice orthogonale B telle que

100..0
010..0
Brge— | 0010
000.10
000.00

Preuve : Soit u un vecteur de IR”, alors

VP(VP)'u =< /pu> /p.

Par conséquent u — /p(y/p)*u est 'opérateur de projection orthogonale sur le vecteur normé.
Donc T est la projection orthogonale sur F', F désignant le sous-espace vectoriel de IR* ortho-
gonala \/p: F={ve RF < v, /P >= 0}. Il existe une base orthonormée B; pour laquelle I
soit représenté par une matrice diagonale dont la diagonale est formée uniquement de 1 sauf
le dernier élément qui est nul. On choisit B*, la matrice de changement de base, de la base
canonique a B;. B est une matrice orthogonale, le lemme 4 est alors vérifié. O

Preuve : (Proposition 28)

Puisque z € RF — |z||? est continue, d’aprés la proposition 27, la v.a.r d2 converge en loi
vers || Z||2, Z de loi Nj(0,T).

Posons Z' = BZ, ou B est la matrice définie par le lemme 4. Puisque B est une matrice
orthogonale, | Z’||2 = || Z||%. De plus Z’ est un vecteur gaussien centré, de matrice de covariance
Kz = BT'B*. Ainsi la loi de || Z’|| est x*(k — 1). O

Application : le test du chi-deux

La théorie des tests consiste a formuler des hypotheses particulieres sur les parametres ou
sur les lois qui interviennent dans les problemes étudiés, puis a apporter un jugement sur ces
hypotheses. Ce jugement est basé d’une part sur les résultats obtenus sur un ou plusieurs
échantillons extraits de la population concernée et d’autre part, sur ’acceptation d’un certain
risque dans la prise de décision. Le test du chi-deux est un test de conformité de deux dis-
tributions, ou encore un test d’ajustement entre une distribution théorique et une distribution
expérimentale.

On veut tester si une v.a. Y a pour loi p, c’est-a-dire si

PY =i)=p; 1<i<k.
On définit deux hypotheses possibles :
Hy: Y apourloi p, H;: Y n’apaslaloi p,

et on aimerait choisir entre les deux suivant les données fournies par un échantillon. Pour établir
la crédibilité de 'hypothese Hy, des regles tres précises doivent étre énoncées pour permettre
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de conclure au rejet ou a l'acceptation de Hy. Cependant pour des événements dans lesquels
intervient le hasard, il est impossible de prendre une bonne décision sans risque de se tromper.
Il faut donc mettre en oeuvre une regle conduisant a rejeter Hy, si elle est vraie, que dans une
faible proportion des cas. Cette décision a un caractere probabiliste, toute décision comporte
un risque qu’elle soit erronée. Ce risque, noté «, qui est le risque de rejeter a tort I’hypothese
Hy alors qu’elle est vraie et qui favorise donc I’hypothese Hy s’appelle seuil de signification ou
risque de premiere espeéce.

a = P{rejeter H, |H, vraie} = IP{choisir H, |H, vraic}.

La probabilté «, apppelée aussi risque du client, est choisie a priori par 1'utilisateur. Les valeurs
les plus utilisées pour « sont 0,05 et 0, 01.

La regle de décision comporte un risque  ou risque de deuziéeme espéce, ¢’est le risque de ne
pas rejeter Hy alors que H; est vraie :

$ = IP{ne pas rejeter Hy| H; vraie}.

Cette probabilité, appelée également risque du fournisseur (celui de voir, par exemple, une
bonne production refusée), dépend de I'hypothese alternative Hj.

Elaboration d’un test et démarche A suivre :

1) formuler de fagon précise les hypotheses Hy et Hy,

2) fixer, avant l'expérience, le risque a de premiére espece, c’est-a-dire le risque de rejeter
I’hypothese Hy alors qu’elle est vraie,

3) choisir la statistique la mieux adaptée en fonction des caractéristiques de la population
étudiée,

4) déterminer la région critique ou région de rejet de '’hypothese Hy au profit de ’hypothese
H, et en déduire la regle de décision,

5) calculer effectivement la valeur numérique de la variable de décision en utilisant les
données de I’echantillon,

6) donner les conclusions du test.

Dans le cas qui nous intéresse (le cadre du test du chi-deux), la variable de décision est la pseudo-
distance entre les fréquences empiriques et p. En effet, on suppose que ’on peut reproduire des
copies indépendantes de Y : Y7,Y5,....Y,,, qui sera notre échantillon.

On définit alors d2 comme dans (3.42). Si d? est grand, on choisira de préférence I'hypothese
H,, par contre, si d? est petit, les fréquences empiriques sont proches de la probabilité attendue
p et donc on choisira I’hypothese Hy. Il faut donc trouver un seuil 6,, dépendant du risque «,
qui définira la région de rejet.

P(d2 > 0,) = a.

En appliquant la proposition 28, on obtient, pour n suffisamment grand

P(d? > 6,) ~ IP(£ > 0,),
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ott £ suit une loi x?(k —1). Le test du chi-deux consite donc & définir le seuil 6, par 1'équation
P >0,) =a.

Dans la pratique, n assez grand veut dire np; > 10 pour tout i € {1,2,...k}.
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Chapitre 4

Conditionnement

4.1 Espérance conditionnelle

On commence par un rappel sur les espaces de Hilbert. Soit H un espace de Hilbert et F' un
sous-espace fermé. Pour tout x de H il existe un unique y € F', appelé projection orthogonale
de x sur F', vérifiant I'une des conditions équivalentes :

Ve F, <z —y,z>=0. (4.1)
VzeF, <x,z>=<y,z>. )
VzeF, |z —y| <z —z. (4.3)

Soit (€2, A4, IP) un espace de probabilité. On supposera que A est une tribu complete, c’est-a-
dire qu’elle contient tous les ensembles P-négligeables : pour tout A tel que IP(A) = 0, alors
A € A. On note par NV 'ensemble des ensembles IP-négligeables.

On rappelle que L?(€2, A, IP) désigne I'ensemble des classes d’équivalence de v.a. : deux v.a. Y
et Y’ sont égales dans L*(2, A, IP) si Y — Y est presque stirement nulle.

On considere une sous tribu B de A. Si N' € B, alors 'espace L*(Q, B,IP) est inclus dans
L*(Q, A, P). Dans le cas général, on pose B’ = BUN, par définition B’ C A. On vérifie facile-
ment que B’ est une tribu. B’ est la plus petite tribu complete contenant B et incluse dans A .
De plus L?(Q, B',IP) C L*(2, A, IP). Par abus, on identifiera L*(2, B,IP) et L*(Q2, B/, P).

Proposition 1 Pour toute v.a. X de L*(Q2, A, TP), il existe une unique (classe de) v.a. Y

telle que :
Y € L*(Q, B, IP), (4.4)

E[XZ] = E[YZ], pour tout Z € L*(Q,B,IP). (4.5)

Notation.
On note Y = IE(X|B) ou encore Y = IEF(Y). Doncsi X € L?(2, A,IP), IE(X|B) est caractérisé
par les deux propriétés :

E(X|B) € L*(Q,B,P), (4.6)

E[ZE(X|B)] = E[ZX]; VZ € L2(Q, B, IP). (4.7)
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Preuve : (Proposition 1)
On choisit H = L%(Q, A,IP) et F = L?*(Q, B,P). On utilise le rappel précédent, les propriétés
(4.2) et (4.5) étant équivalentes. O

Exemples :
Exemple 1 : On commence par I'exemple le plus simple : B = {0, Q}. Les v.a. B-mesurables
sont les constantes, donc IE(X|B) = ¢. Si Z est B-mesurable, Z = a, la propriété (4.7) devient :

E[Z E(X|B)] = Elac] = ac = E[aX] = «lE(X), Va € RR.

Par conséquent ¢ = IE(X). En conclusion : IE(X) = IE(X {0, Q}).
Exemple 2 : Soit {41, Ay, ..., A,,} une partition de €, telle que

A e A et 0<IP(A;) <1, pour tout 1 <i<n.

On note B la tribu engendrée par Ay, As, ..., A, : B =0(A1, A, ..., A,). Puisque les A; forment
une partition, on a 1’équivalence :

BeB«= B=0ouB=U_A;. (4.8)

Afin de calculer I'espérance conditionnelle de X sachant B, il est nécessaire auparavant de
caractériser les v.a. B-mesurables. Le résultat est le suivant :

Une v.a. X est B — mesurable <= X est constante sur chaque A;. (4.9)

Il est clair que la condition est suffisante. Il s’agit de montrer le caractere nécessaire : supposons
X est B-mesurable. A; étant non vide (IP(4;) > 0), on choisit w; € A;. On note z; = X (w;).
Mais {X = x;} appartient a B, et a une intersection non vide avec A;, d’apres (4.8), {X = z;}
contient A;. Par conséquent X vaut x; sur A,.

On peut & présent calculer IE(X|B). D’apres ce qui précede, IE(X|B) =" | z;14,. On prend
une v.a. test Z, également B-mesurable :

i=1

E[ZIE(X|B)] = [Z x,zZ][A] = zn:x,-zi]P(A,-), (4.10)

=E [Zn: zl-X]IAZ.] = Xn:zi]E(X]IAi). (4.11)

L’égalité entre (4.10) et (4.11) a lieu pour tout 21, 29, ..., 2, si et seulement si :

1
IP(A;)

xTr; =

E(XL,) = E(X|4), 1 <i<n.
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En conclusion,

E(X[B) =) E(X|A;)L,,. (4.12)

Preuve : 1) Puisque la projection orthogonale sur un sous espace fermé d’un espace de
Hilbert est un opérateur linéaire, il est clair que X — IE(X|B) est linéaire.

2) Supposons X > 0. On pose A = {IE(X|B) < 0}. Puisque IE(X|B) est B-mesurable, alors
A € B. On choisit Z = T4 et on applique (4.5) :

E(XT,) =E(EX|B)1,).
Mais
XMy >0et E(X|B)Ia<0=E(X1I4)>0etE(IEX|B)I4) <O0.

Par conséquent IE(IE(X|B)14) = 0.
Rappelons que si U est une v.a. de signe constant, d’espérance nulle alors U est presque

strement nulle. Donc IE(X|B)14 = 0 p.s. Mais IE(X|B) < 0 sur A. Ainsi IP(A4) = 0. O
Remarque.
Si X et Y sont deux v.a. de L*(2, A, IP) telles que X > Y, alors
E(X|B) > E(Y|B). (4.14)

Il suffit en effet de remarquer que X — Y > 0. Ainsi
E(X -Y|B)=EX|B) —EY|B) >0.

Le cadre des espaces L? est tres agréable pour définir 'espérance conditionnelle. I1 est toutefois
trop restrictif.
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Preuve : a) On commence par montrer l'existence de Y = IE(X|B), lorsque X > 0. On se
rameéne au cadre L?, en tronquant X, on pose,

Xp=XAn=inf{X,n}; n>1.
X, étant une v.a. bornée, X,, appartient & L?(Q, A, IP), on peut définir :
Y, =E(X,|B); n>1

Sachant que la suite X,, est croissante et positive, on déduit de (4.14) que Y,, est également
croissante et positive. En particulier (Y3,),>1 converge presque sirement vers Y, Y est a
valeurs dans [0, +00].
Mais comme Y;, est B-mesurable, Y l'est aussi; Y vérifie ainsi (4.15).
On vérifie a présent que Y satisfait (4.16), lorsque Z est une v.a. positive, bornée, B-mesurable.
Les deux suites (ZY,, ; n > 0) et (ZX,, ; n > 0) sont positives et croissantes. D’apres le
théoreme de convergence croissante,

lim E(ZY,) =IE(ZY); lim E(ZX,)=IE(ZX).

n—oo n—oo
Mais IE(ZY,,) = IE(ZIE(X,|B)) = E(ZX,), n > 1. On passe a la limite, n — oo : E(ZX) =
E(ZY).
Supposons de plus X intégrable. On prend Z = 1, d’apres (4.16) on a :

E[E(X|B)] = E(X) < o0, si X >0et X € L'(Q, A, P). (4.17)

b) On montre que IE(X|B) existe lorsque X est intégrable. On va se ramener au cas précédent,
pour ce faire on écrit :
X=Xy —-X_

ou z4 = sup(z,0), et z— = sup(0, —z). Puisque X est intégrable, X et X_ le sont aussi.
De plus X4 > 0 et X_ > 0. On peut appliquer le résultat de I'étape précédente et (4.17) : il
existe deux v.a. Y] et Y5, positives, B-mesurables, intégrables telles que

E(2Yi) = E(ZX,), E(ZY;) = E(ZX_),

pour toute v.a. Z positive, bornée, B-mesurable. On pose Y = Y] — Y5. Y est intégrable. 1l
est aisé de vérifier, grace a la propriété de linéarité (4.13) que l'on a :

E(ZX) = B(Z(X.-X_))=E(ZX,)-EZX_)=E(ZY)) — E(ZY,)
= E(Z(1 - Ya)) = E(ZY).

c) On établit I'unicité. On commence par considérer le cas ot X € L'(2, A, IP). Supposons
qu’il existe une v.a. Y’ € L1(Q, B, IP) vérifiant :

E(Y'Z) =E(XZ), (4.18)
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pour toute v.a. Z, B-mesurable, bornée. On en déduit : IE(UZ) =0, avec U =Y — Y. Soient
a<0et Z =T,y Il est clair que Z est une v.a. B-mesurable, bornée. Donc

0=E[UZ] =E [Uljy.y] <alP(U < a) <0.

On en déduit : alP(U < a) = 0 implique IP(U < a) = 0.

On choisit a = —% , la suite d’ensembles {U < —%} étant croissante,

n—oo

1
lim P(U < _ﬁ) = P(U <0).

Sachant que IP(U < —1) =0, on a montré : IP(U < 0) = 0.

Mais (—U) vérifie la méme propriété : IE[(—U)Z] = 0, donc IP(-U < 0) =P(U > 0) = 0. En
conclusion U est presque surement nulle, ce qui signifie que Y =Y’ p.s.

Le cas ou X > 0, se traite d’'une maniere analogue.

On part de I'égalité : IE(Y Z) = IE(Y'Z) et on choisit Z = Tyy<qcpeyry, on montre IP(Y <
Y'") =0, puis IP(Y > Y’) =0; soit finalement : Y =Y’ p.s. O

Remarque.
a) Lorsque X € L'(Q, A, IP); il est équivalent de dire :

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée,

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée et positive.

b) lorsque X > 0 ou X € L'(Q, A, TP), les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(4.16) a lieu pour toute v.a. Z, B-mesurable bornée et positive.

(4.16) a lieu pour toute v.a. Z = 14, A appartenant a B.

En ce qui concerne la premiere équivalence, il suffit de décomposer Z sous la forme : Z =
Z — Z_. Pour la seconde on utilise le résultat d’approximation suivant : si Z est une v.a.
B-mesurable, il existe une suite (Z,,) de v.a. étagées qui converge presque surement vers Z (une
v.a. T est dite étagée si T =) " | t;14, avec A; € B).

Cas particulier : o-algebre engendrée par une v.a.

Comme I’a montré le cas ou B = o(Ay, As, ..., A,) il est parfois difficile de caractériser les v.a. BB-
mesurables, et donc de calculer une espérance conditionnelle sachant B. Cette tache est facilitée
lorsque B est engendrée par une v.a. 7. Soit T" une application mesurable T": (Q, A) — (E,E).
La o-algebre engendrée par T', notée o(T') est définie de la maniére suivante :

o(T)={AcA;ICc& A=T1C)}. (4.19)

Soit X une application mesurable X : (Q, A) — (F,F). On dit que X est o(7")-mesurable si
X~HC) € o(T) pour tout C € F. Ces applications sont caractérisées de la maniere suivante :

X est o(T)-mesurable <= il existe f : (E,&) — (F,F) mesurable, telle que X = foT.
(4.20)
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Pour les exemples pratiques : E = R% et F = IR.
Revenons a la définition de IE(X|B), lorsque B = ¢(T'). On note

E(X|T) = E(X|o(T)). (4.21)

La condition (4.15) est aisée : on cherche une fonction mesurable f : (E,€) — (IR, B(IR)) telle
que
E(X[T) = £(T) (4.22)
Elg(T)X] = E[g(T)f(T)], (4.23)
pour toute fonction mesurable g : (£, &) — (IR, B(IR)), bornée positive. On peut se restreindre
(voir remarque) a g = 1o, C € &

E [XTirecy] = I [f(T)irecy] 5 YO € €. (4.24)

Examinons un exemple, celui ou T prend un nombre fini de valeurs : t1,ts,...,t,. On supposera
que les ¢; sont 2 & 2 distincts et P(7" = t;) > 0. Alors B = o(T') = 0(Ay, As, ..., Ay) o l'on a
posé A; ={T =1t;}. Onavu:

E(XB) = S E(X|T = t) ).
i=1
Posons
ft) =EX|T =t), t € {t1,ta, ..., t,}.
Alors IE(X|B) = f(T).
On remarque sur cet exemple que f n’est pas unique, f est uniquement déterminée sur {1, to, ..., t,, }.
Rappelons que

E(X|T =t) = E(X Tir—y).

P(T = ¢)
Cette quantité étant bien définie si IP(T" = t) > 0, condition satisfaite si t € {t,ts,...,t,}.
Lorsque T est une v.a. quelconque, on a : IE(X|T) = f(T). On peut noter f(t) = E(X|T =1t),
mais il s’agit d’'une convention d’écriture, et non d’un conditionnement par I’événement {T" = t},
qui peut étre de probabilité nulle. Il est conseillé de se tenir a la notation (4.22).

Exemples :
Exemple 3) Soient X et Y deux v.a., X a valeurs réelles, X intégrable ou positive. On suppose
que X et Y sont deux v.a. indépendantes. Alors [E(X|Y) = IE(X).

Preuve : 1l s’agit de montrer :
E(Xg(Y)) = E(X)E[g(Y)],

pour toute fonction g borélienne, positive et bornée. Mais X et Y sont deux v.a. indépendantes,
cette égalité est réalisée. O

Exemple 4) Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré & valeurs dans IR?. On suppose que Y est
non dégénérée, i.e. Y est presque sirement non nulle. Alors IE(X|Y) = aY.
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Preuve : On procede comme dans le cadre des espaces euclidiens, en remplagant ’orthogona-
lité par I'indépendance. On cherche un réel a tel que X’ = X —aY soit une v.a. indépendante de
Y. Puisque (X,Y) est un vecteur gaussien, (X', Y) = (X —aY,Y) lest aussi. Par conséquent
les v.a. X’ et Y sont indépendantes si et seulement si :

Cov(X',Y) =E(X'Y) = 0.

Mais
EX'Y)=EXY) - aIE(YQ) =IE(XY) —aVarY.

Sachant que VarY > 0, a est unique et

_ EXY)
~ VarY ’
a étant ainsi fixé, d’apres la linéarité de 'espérance conditionnelle et le résultat de I'exemple
3, on a,
EX'|Y)=EX|Y)-adEY|Y) =E(X|Y) —aY = 0.
D’ou E(XY)
EX|Y)=adY = Y. 4.25
(X[Y) =a¥ = < (4.25)
O

L’application X — IE(X|Y') est une application de projection orthogonale sur le sous-espace
vectoriel de dimension 1 engendrée par Y. Cet exercice sera repris dans un cadre plus général.

65



Preuve : a) Montrons 1) lorsque X et Y sont intégrables. Soit U = IE(X|B) + E(Y|B). U
est une v.a. intégrable et B-mesurable. Il s’agit de montrer,

E[UZ]=E[(X +Y)Z],
pour toute v.a. Z, B-mesurable, bornée. Mais
E(X+Y)2)=EXZ2)+EXZ)=E[EX|B)Z]+E[EY|B)Z] =E[UZ|.

Le 2) se montre d’une maniére analogue.

b) Montrons 3), lorsque cette fois X > 0 et Y > 0. On pose V = XIE(Y|B). V est une v.a.
positive, B-mesurable. On consideére une v.a. Z, B-mesurable, positive et bornée. X Z étant
B-mesurable, on a :

E[Z(XY)] = E[(ZX)Y] = E[ZXE(Y|B)] = E[ZV].

On en déduit 3).

c) La propriété 4) est une conséquence immédiate de la proposition 1.

d) La preuve de 5) est aisée, placons-nous dans le cas positif. Comme dans b), Z désigne une
v.a. test positive, Bi-mesurable. Posons W = IE(X|B;). Par définition W est Bj-mesurable.
De plus, Z étant Bi-mesurable est Bs-mesurable, donc,

E[ZE(X|By)] = E(ZX) = E(ZIE(Y|B,)) = E(ZW).

e) On peut écrire Y = X + T avec T v.a. positive. D’apres la propriété 1), IE(Y|B) =
IE(X|B) + E(T|B), mais T' > 0 implique IE(T'|B) > 0.

f) Si X >0, IE(X|B) > 0 et IE(|X||B) = IE(X|B), I'inégalité est une égalité. Supposons X
élément de L'(€2, A, TP). En utilisant successivement I'inégalité : —|X| < X < |X| et 6) on a :
—E(X||B) < E(X|B) < E(|X][B). 0

Proposition 4 Soient By et By deux sous-tribus de A. Alors By et By sont indépendantes si
et seulement si pour toute v.a. X, By-mesurable et bornée, IE(X|B;) = E(X).

Preuve : On rappelle que deux tribus B; et By sont indépendantes si et seulement si deux
événements quelconques By de By et By de By sont indépendants, i.e. :

IP(Bl N BQ) = IP(Bl)IP(BQ)
1) Supposons les deux tribus By et By indépendantes. Soit Z une v.a. bornée, Bi-mesurable.
Ona:EXZ)=EWX)EZ),dou E(X|B) =E(X).
2) Réciproquement, on choisit Z = Ip,, X = lp, avec By € By et By € By. Alors

E(XZ) =P(B N By) = E(X)E(Z) = IP(B,)IP(By).

Les deux tribus B; et Bs sont indépendantes. O

Remarques.
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a) Si By =0(Y) et By = o(X), 'exemple apparait comme un cas particulier de la proposition
4.

b) Soit Y une v.a. fixée. On sait que les deux v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement
si les tribus o(X) et o(Y) sont indépendantes. La proposition 4 affirme que X et Y sont
indépendantes si et seulement si :

E[f(X))Y] = E[f(X)], (4.27)

pour toute fonction f borélienne, bornée et positive. En particulier IE(X|Y) = IE(X). Mais
cette relation n’implique pas, en général (4.27), sauf dans le cas gaussien !

4.2 Loi conditionnelle

Afin d’introduire cette nouvelle notion nous commencons par deux exemples :

Exemples :

Exemple 5) Ce premier exemple est relatif aux lois discretes, il ne nécessite aucune théorie,
tous les calculs peuvent étre faits ”a la main”. Soient X et Y deux v.a. indépendantes, de loi
Poisson de parametre respectivement A et p. On pose S = X + Y. On veut calculer la loi de
X sachant S. Il s’agit d’évaluer :

PX=n X+Y=m) PX=n Y=m-n)

PX=nlS=m = vy =m)  ~ P iv=m)

oum >n > 0. Mais X + Y suit une loi de Poisson de parametre A + p, de plus X et Y sont
indépendantes, d’ou :
P(X=n)PY=m-n) X _, g™ _ m!
PX = S = = - — I
( n m) P(X+Y =m) l (n — m)!e (A + p)me=(Otm)

= Cpp"(1—p)"",

avec p = F/\u Par conséquent, conditionnellement a {S = m}, X suit une loi binomiale B(m, p).

Exemple 6) Le second exemple a trait aux lois continues. On se donne deux v.a. indépendantes
X et Y, de loi exponentielle de parametre 1. On pose S = X 4+ Y. On va calculer H(S) =
[E(h(X)]S) pour toute fonction h borélienne bornée. Soient g une fonction borélienne bornée

et A =E(h(X)g(S)). La fonction H est caractérisée par : A = IE[H(S5)g(5)]. Calculons A. On
a:

A=EhX)gX+Y) = // oo h(z)g(z 4 y)e” W dz dy.

x étant fixé, on fait le changement de variable u = x + y, il vient :

A= / / L hlalg(e dad = /0 " g(w)e < /0 ' h(x)dx) du.
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On choisit ~ = 1. Alors A = g(u)ue™"du. Par conséquent la v.a. S admet pour densité

0
1 u

Tiusopue™. On pose : H(u) = —/ h(z)dz, alors
U Jo

A= /Ooog(u)H(u)ue_“du = E[H(S)g(95)].

Mais U, (dz) = 11}y, (z)dz est la loi uniforme sur [0, u]. Nous dirons que conditionnellement &
S = u, X suit la loi uniforme sur [0, u],

EnCO9(S) = | " o) ( / ) h(x)Uuww)) W(du), Vf 20, Y20, (4.28)

ot pu(du) = Tpysyue "du est la loi de S.

Définition 1 Soient (E,E) et (F,F) deux espaces mesurables. On appelle noyau (positif) une
application N définie sur E X F a valeurs dans IRy telle que :

(i) pour tout x € E, A€ F — N(x,A) est une mesure positive sur (F,F),

(ii) pour tout A € F, x — N(x, A) est mesurable de (E, &) sur (IRy, B(IR,)).

On dit que le noyau N est une probabilité de transition de E vers F' si pour tout x, N(x,.) est
une probabilité. Lorsque E = F', N est appelé probabilité de transition sur E.

Remarques.

1) Une probabilité de transition est une famille "mesurable” de probabilités sur (F, F) indexée
par E: (N(z,.); =z € E).

2) Si g est une application mesurable définie sur F', positive alors

re€FE — N(z, f) = /f(y)N(x, dy) est E-mesurable. (4.29)

3) Pour l'exemple 5, on a £ = F = IN, N(k,.) est la loi binomiale B(k, p) :
k

N(k,) =Y _Cip'(1—p)* 6,

=0
0; désignant la mesure de Dirac en 1.
Quant a I'exemple 6, £ = F = 1R, et

1
N(u,dx) = =1 dx.
u

Exemple 7) :
Soient f: (F x F,E x F) — IR, mesurable, ;1 une probabilité sur (F, F). On pose

N(z, A) :/Af(:p,y)u(dy), reFE, Ae F.

N est un noyau. Si de plus [, f(z,y)u(dy) = 1, pour tout z € E, N est une probabilité de
transition.
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Définition 2 Soient X etY deuz v.a. a valeurs dans (E, E), respectivement (F, F). On appelle
loi conditionnelle de Y sachant X, une probabilité de transition N, de E vers F telle que :

E(g(Y)]X) = / 9(y)N(X,dy) = N(X, g), (4.30)

pour toute fonction borélienne positive g.

Remarques :
1) Si v est une mesure positive sur (£, ), on note indifféremment :

[ tav= [ fawtan) = [ s@pivta) = v, (4.31)

2) On a vu que z — /g(y)N(m,dy) est mesurable, donc /g(y)N(X, dy) est une v.a. o(X)-

mesurable. Ainsi pour démontrer que N est la loi conditionnelle de Y sachant X, il est nécessaire
et suffisant de montrer :

B 000 = B 700 [ sN ] = [ 0 ([ NG ) i

ou u désigne la loi de X. C’est exactement la démarche que nous avons adoptée dans 'exemple
6.

3) La loi conditionnelle de Y sachant X n’est pas unique. Soient N; et Ny deux lois condition-
nelles de Y sachant X. On a seulement :

N1(£E7A) = NQ(ZL’,A) VA c JT",

pour p-presque tout x, p désignant la loi de X.

Dans le cas discret de 'exemple 5, Ny et Ny sont déterminés uniquement sur IN.

4) Formellement N(z,dy) est la loi de Y sachant X = z. Si X suit une loi discrete, et x
appartient au support de la loi de X, alors,

P(Y € A, X =x)

N, A) =Y € AX =) = =5 s

5) On montre que si F et F' sont deux espaces métriques séparables et complets, munis de leur
tribu borélienne, il existe alors une loi conditionnelle de Y sachant X. Rentrent dans ce cadre
les espaces IR".

Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans F et F respectivement. Si on connait la loi p de X et
si N décrit la loi conditionnelle de Y sachant X, alors la loi du couple (X,Y") est déterminée.
En effet

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)E[g(Y)|X]] = E [f(X) /Fg(y)N(X, dy)] (4.32)
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pour toute f: £ — IRy, g : F' — IR, mesurables, bornées.

On va s’intéresser au probleme réciproque : calculer la loi conditionnelle de Y sachant X a
'aide de la loi de (X,Y"). Nous allons nous restreindre & E =R" et F =IR"™, n>1et m > 1.
En pratique, dans de nombreux cas, on rencontre des v.a. a valeurs dans IR", et dont la loi
soit admet une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue), soit est discrete. Lorsque X
est discrete on supposera, pour simplifier que X est & valeurs dans ZZ". Soit A} la mesure de
comptage des points de Z" :

i= ) 6 (4.33)

kez"
A est une mesure positive de masse infinie (\}(Z") = +00) mais o-finie :
Aj([—a,a] X ... X [—a,a]) < oo,
pour tout a € Z. Si X est a valeurs dans Z", la loi de X admet une densité f par rapport a

Ay et
fim)=P(X =m), m e Z".

On note A}’ la mesure de Lebesgue sur IR"™.

Preuve : a) Par définition, si h : IR" x IR™ — IR est mesurable et bornée, on a,

BV = [ bl (do)ra(dy). (4.36)

En particulier si h(z,y) = Tiq(2)=0},

POX) =0 = [ Ba-opplam davaln)

70



On applique le théoreme de Fubini :
P =00 = [ B ([ elwmmtn) ni)
R™ R™
= /IRn ][{a(m):[)}a(l')vl (da?) =0

Donc IP(a(X) = 0) = 0. Ce qui signifie que presque stirement, a(X) # 0. Soient f : R" — IR,
g:R™ — IR, deux fonctions boréliennes et bornées. On déduit de (4.36) :

E[f(X)g(V)] = B[f(X)g0) Iaxo0)] (4.37)
- / F(@)9(0) 0, y) Lyageysops (d)va(dy).
R"xIR™

En particulier si g = 1,
Bre0) = [ s ( [ () Koo (d)
= [ @@ aw-gn(dn) = [ f@a(d).

Ce qui signifie que la loi de X est a(z)v;(dx). On revient a (4.37) et on applique & nouveau
le théoreme de Fubini :

EfX)gW) = | F @) a@>0 (@) </m9(y)@($’y)

a(x)

(i) ) (de)
= | @m0 ([ o) (s

On a montré :

m

E(f(X)g(Y)] = (f(X) /

b) D’apres 'exemple 7, N est bien un noyau. Il reste & montrer que N est une probabilité de
transition :

g)N(X, dy>) . (4.38)

m P,y
N(z,R™) = /]R C(y( )) Lia@)soyv2(dy) = ——= Lo >0}/ (z,y)va(dy)
1

o@) ) a(@)>0ya(T) = ]I{a(x)>0}'

On remarque qu’il faut modifier légerement la définition de IV, en définissant IV par la formule
(4.35) lorsque a(x) > 0 et par une probabilité quelconque sur IR™, quand a(z) = 0, par
exemple N (z, dy) = v(y)v2(dy) convient, ott v : IR™ — IR est mesurable et [pm 7(y)v2(dy) =
1. Alors

N(z,dy) = {SD(EZ,?)J) Lia(z)>0r + W(y)ﬂ{a(w)o}} va(dy). (4.39)

O

Nous allons a présent décrire aussi explicitement que possible le noyau N lorsque X et Y sont
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discretes et /ou a densité. Lorsque 'une des v.a. est discrete on supposera pour simplifier qu’elle
est a valeurs dans IN.

a) X est discréte
(1) Y est discrete

On note
pm:IP(X:i, Y=75);i€eN, jeN.
Alors,
V= =\ = Z(Sk et ©(7,7) = pijluso, j>01,
keZ
a(i) =/ (i, )waldf) = (i, 4) =Y pij =i,
N

>0 >0

N {j}) =

On retrouve ainsi le résultat classique :

P(Y =j|X =i) = — : ) _

(ii) Y admet une densité

On suppose que Y est a valeurs dans IR™. On a :

v =\ = Zék et a(dy) = N"(dy) = dy, dys ... Ay,

keZ

a(i) Z/mw(i,y)dyZIP(Xzi) ;i€ N,

N(i,dy) = ‘P&g) dy=P(Y €dy|X =i); i € N,

En d’autres termes la probabilité N(i,.) admet @ié;z)/) comme densité (par rapport a la mesure
de Lebesgue sur IR™). De plus

NG )= [ F@NG.dy) = BE)IX =i, f 20

Il s’agit d’un conditionnement usuel par I'événement {X = i}, lorsque celui-ci est de probabilité
non nulle.
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b) X admet une densité

On suppose que X est a valeurs dans IR".

(i) Y est discrete

vi(dr) = N'(dr) = dvy day ... dx, et vy =\ = de,

keZ

a(a:):/gpajjugdj ngxk;erR",
N

keZ

N(z,{5}) = SOS(C;;?)’ jeN,zeR"

(ii) Y admet une densité

v1(dx) = A\ (dx) = dzy dxy ... dx, et vo(dy) N\ (dy) = dy; dys ... Ay,

o) =/ o(x,y)dy ; z € R",

N(z,dy) = @é@?) dy z€IR" (4.40)

N(z,.) admet “Oo(éf;f)’) comme densité.

4.3 Le cas gaussien

Soit Z un vecteur gaussien & valeurs dans IR""™. On note X les n premieres coordonnées de
Z, et Y les m suivantes : Z = (X,Y). On suppose que X admet une densité. Le but de ce
paragraphe est de déterminer la loi de Y sachant X.

Rappelons que si n = m = 1, nous avons calculé IE(Y'|X) (voir exemple 4). Nous allons adapter
cette approche au cas multidimensionnel.

Nous commencons par fixer quelques notations.
— K désigne la matrice de covariance de (X,Y), on écrira :

Kn Ky
K —
( Ko Ky > ’
K11 est la matrice de covariance de X, carrée et d’ordre n,
— K =E(X —E(X))(Y —IE(Y))*) est une matrice n X m (n lignes, m colonnes),

— Ky = K, est d’ordre m x n,
— Ky est la matrice de covariance de Y, carrée et d’ordre m.
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On a supposé que X admet une densité, condition équivalente a :

Ki; est inversible. (4.41)

Remarque.
L’affirmation essentielle de la proposition 6 est le 1) et en particulier (4.42), on en déduit alors
facilement le 2). La méthode développée est une extension de celle que nous avons utilisée en

dimension 1.
Preuve : (Proposition 6). a) La premiére étape consiste & montrer que si Z est un vecteur

gaussien, 2, = B1Z, Zo = BsZ ou Bj et By sont deux matrices, alors les deux v.a. Z71 et Zs
sont indépendantes si et seulement si :

Kz, 2, =E[(Z1 —E(Z1))(Z2 — E(Z2))"] = 0. (4.44)

On adopte les conventions du premier chapitre : les v.a. a valeurs multidimensionnelles sont
représentées par une matrice unicolonne. Si Z; est a valeurs dans IR™, les deux v.a. Z1 et Zy
sont indépendantes si et seulement si :

Elexp{i(uy 21 + u3Z2)}] = Elexp(iuy Z1)|Elexp(ius Z3)], (4.45)
pour tout u; € IR™. Mais (4.45) est équivalente & :
uiZy et u3Z, sont indépendantes. (4.46)

I est clair que (4.46) entraine (4.45), en changeant dans (4.45), u; en \ju;, on montre que
(4.45) entraine (4.46). Mais

5[ uiZn\ _
Z_(u§Z2>_BZ'

Donc Z est un vecteur gaussien, & valeurs dans IR?; on sait que les deux composantes de Z
sont indépendantes si et seulement si,

p = Cov(ui Z1,u3Z) =0 ; Yuy, Yus. (4.47)

Mais
uTZl — IE(UTZl) = uIZl — 'U,TIE(Zl) = UT(Zl — IE(Zl)),
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Zyug — IE(Z5ug) = Zyug — IE(Z5)ug = (Z5 — IE(Z5) )us.
D’ou
pE[u(Z1 — IE(Z1))(Z5 — IE(Z3))us] = wiE[(Z1 — IE(Z1))(Z5 — E(Z3))]ue.
Par conséquent,
p=ui Kz z,us.

Il est & présent évident que : (4.47) est équivalent a (4.44).

b) Montrons (4.42). On cherche une matrice A telle que X' =Y — AX soit indépendant de
Y. Mais X' = B1Z et X = BoZ (rappelons que Z a pour coordonnées X et Y). On applique
le résultat du a) : X’ et X sont deux v.a. indépendantes si et seulement si,

Ky x =IE[(Y - AX —E(Y - AX))(X —IE(X))*] = 0. (4.48)
En utilisant la linéarité, il vient,
Ky x = E[Y - E(Y))(X - EX))"] - E[AX - EX))(X - E(X)),

Kxi x = Ko — AE[(X — B(X))(X — E(X))"] = Ka1 — AKy1.

Il est a présent aisé de montrer que (4.48) est équivalent a K93 — A K3 = 0. Mais Kjp est
inversible, donc A est unique et,

¢) Puisque X' =Y — AX, par linéarité, on a IE(X') = E(Y) — AIE(X) et
Ko = B{(Yo — AXo)(Yo — AXo)] = B{(¥o — AXo)(Y — X3 A%),
onYy=Y —IE(Y) et Xg =X —IE(X). On développe, il vient,
Ky = E[YoY{] — AE[XoY{] — E[YoX]A* + AE(XoXE) A",
Kxr = Kog — AKq9 — Ko A® + AK 1 A*.

Mais

Koy = AKj) = — K A"+ AKj1 A" = — K A" + K91 A" =0,
d’ou

Kxr = Ky — AK13 = Kop — Ko1K K19 = Koo — Ko1 K7 K31.

Proposition 7 Soit N la loi conditionnelle de Y sachant X. Alors N(x,.) est la loi gaus-
sienne Ny, (Az +m', K) avee m’ = IB(X') = E(Y) — AE(X), K = Kx' = Koy — Koy K;1' K3

Preuve : a) Si U et V sont deux v.a. indépendantes, et f une fonction positive et mesurable,
alors IE[f(U, V)] = E[F(U)], avec F(u)=IE[f(u,V)].
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En effet, si v (resp. u) désigne la loi de U (resp. V), v ® u est la loi de (U, V) :

(U, V)] //fuv (du)p(dv).

On applique le théoreme de Fubini,

Bl = [ ([ fwoutao)) viaw = [ Fvlan

b) Soient f et g deux fonctions boréliennes, positives et
A = E[f(X)g(Y)].
On applique la proposition 6, puis a) :
A =E[f(X)g(AX + X')] = E[F(X)]

avec F(z) = E[f(x)g(Ax + X")] = f(x)E[g(Az + X')]. Mais Az + X’ suit une loi NV, (Ax +
m/, K) = N(z,.), donc,

F(z) = f(z) / 9(y)N (z, dy),

A=) [ swN (o)

4.4 Introduction aux martingales

Définitions.

1) (2, .A,1P) désigne un espace de probabilité usuel.

2) Une filtration indexée par I (I = {1,2,...,n} ou IN) est une famille 7 = (F; ; i € I)
croissante de sous-tribus de A, ce qui signifie que F; est pour tout ¢ une sous-tribu de A et :

J—-.i - -E+17 <449)

pour tout ¢ € I, tel que i +1 € I.
3) Une famille de v.a. {X; ; i € I} est dite une F-martingale si

X; est intégrable pour tout i € I, (4.50)
X; est F;-mesurable, Vi € I, (4.51)

4) On dit que {X; ; 7 € I'} est une martingale si ce processus est une F-martingale avec

Fi=o{X;:j<i, jel}, F=(F;icl) (4.53)
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Exemples.

Exemple 8) Soit B une sous-tribu de .A. On considere la filtration la plus simple, la filtration
constante : F; = B, Vi € I. On note F = (F; ; i € I).

Soit (X, ; i € I) une F-martingale. D’apres (4.51), X; est B-mesurable, donc X; = IE(X;1|B) =
Xiy1- On en déduit que (X ; ¢ € I) est une F-martingale si et seulement si ¢ — X est constante,
égale a X, et de plus X est intégrable et B-mesurable.

Exemple 9) Donnons & présent un exemple important de martingales. Soit (g, ; n» > 1) une
suite de v.a. indépendantes. On suppose de plus [E(|e,|) < +o0o et E(g,,) = 0, pour tout n > 1.
On pose

Xo=> e, (4.54)
k=1

et F, = o(e1,€9,...,6,). Puisque X,, — X,, 1 =¢&,, on a F,, = 0(X3, Xo, ..., X;,). Il est clair que
X, est intégrable et F,-mesurable. Vérifions la propriété (4.52) :

E(X,14) =E(X,114), VA € F,. (4.55)
Mais X,,11 = X, + €,41, par conséquent
E(X,11,) =E(X,14) + E(e,1114).
€ns1 st une v.a. indépendante de F,,, donc
E(ep114) = E(e,1)P(A) = 0.

L’égalité (4.55) en résulte immédiatement.

Cet exemple constitue en quelque sorte le prototype de martingale. Supposons que ¢,, représente
le gain (algébrique) d’un joueur, a la n-iéme partie. X,, représente la fortune du joueur apres
n parties. On a fait 'hypothese que les résultats des différentes parties sont indépendants et
qu’en moyenne le jeu est équilibré : a chaque fois le joueur a autant de chance de gagner que de
perdre, ce qui se traduit par [E(e,) = 0, ¥n > 1. Nous verrons (voir théoreme 2) qu’il n’existe
pas de stratégie optimale permettant d’avoir une espérance de gain positive.

Exemple 10) Soient F = (F,, ; n > 0) une filtration, U une v.a. intégrable, A-mesurable. On
pose :
X, = E(U|F,). (4.56)

Alors (X, ; n > 0) est une F-martingale. Il est clair que (4.50) et (4.51) sont vérifiées. Par
ailleurs (4.49) implique :

E(Xnﬂu:n) = E[E<U‘fn+1)|}_n) = IE(UU:n) = X
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Donc (4.52) est satisfaite.

Pour simplifier nous supposerons dans la suite : I = IN. Les résultats et définitions s’adaptent
aisément au cas ou I = {1,2,...,n}. Sauf mention contraire, F = (F, ; n > 0) désigne une
filtration donnée et les martingales considérées dans la suite seront des F-martingales.

Preuve : 1) Posons Z,, = aX,, + bY,,. Il est évident que (Z,)n>0 vérifie les deux propriétés
(4.50) et (4.51). De plus

]E(Zn+1|]:n) = ]E[CLXn+1 + an+1|fn) = aIE(Xn+1|.7-'n) + b]E(Yn+1|fn)
= aX, +bY, =2,.

2) On suppose n fixé et on raisonne par récurrence sur m > n. Il est clair que la propriété est
vraie pour m =n et m = n + 1. On la suppose réalisée pour le rang m > n, montrons qu’elle
a encore lieu pour m + 1 :

]E(Xm—i—llfn) = ]E(]E(Xm-l-llfm)"rn) = ]E(Xm|Fn) = Xn'

3) On prend Pespérance de part et d’autre de (4.57) : IE(X,,) = [E(X,,), pour tout m > n, ce
qui signifie que n — IE(X),,) est constante. O

Définition 3 Une application T : Q — IN U {400} est un temps d’arrét si :

{T' <n}eF,, pourtout n>0. (4.59)

On notera qu’un temps d’arrét peut prendre la valeur +oo.
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Preuve : a) L’assertion 1) est évidente.
b) Soit n > 1, on a

{T=n}={T<n}n{T>n—-1}={T <n}n{T <n-1}°

et {T <n}= U{T = k}. On en déduit I’équivalence entre (4.59) et (4.60). De plus {T" =
k=0
n} € F, C A, T est une v.a. A-mesurable.
c) L’assertion 3 résulte des égalités :
{sup(T1,Tz) <n} ={T1 <n}N{Ty <n},

{inf(Tl,Tz) < n} = {Tl < n} @] {T2 < n},

{T]_+T2:n}: O{lek}ﬂ{ngn—k}.
k=0

d) On a,

{Dr=n} = {Xo¢F,...X,1¢FX,cF}
= {XoeF}n..n{X,—1 € F}n{X, € F}.

Donc Dp vérifie (4.60), D est bien un temps d’arrét. Remarquons que :
{Dp = +o0} ={X,, ¢ F, Vn > 0}. (4.62)
O

Placons-nous dans le cadre de 'exemple . Le joueur peut décider de s’arréter a un instant fixé a
I'avance (il s’agit d’un temps d’arrét constant). Il peut aussi se retirer du jeu des que sa fortune
est en dessous d’'un seuil s, qu’il s’est fixé a I'avance ; il s’arréte en T :

T =inf{n >0, X, <s}. (4.63)

On a T = Dp avec F' =] — 00, s]. T est un temps d’arrét : le choix de s’arréter en 7' = n ne
dépend que de Xg, X1, ..., X,,.
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Preuve : On suppose que X, : (2, F,) — (U,U) est mesurable pour tout n > 0. Soit A € U,
on a
{(XreA}=|J{T'=n, XreA}=|J{T'=n, X, cA}.
n>0 n>0
Mais {T' = n} et {X,, € A} sont deux événements de F,, donc {T' =n, X,, € A} € A. Par
conséquent { Xy € A} € A. O

Preuve : a) On commence par étudier le cas ou T est borné. Il existe un entier k tel que

T <k (4.68)
D’apres (4.57) et (4.60), on a :
E(X|Fn) = Xpn < k; {T =n} € Fp.

On en déduit :

k k
E(Xr) = Y EXuIr_n) =Y BIEX|F) L]
n=0 n=0
k k
= Y EXilr_y) =E [Xk (Z ][{T:n})] = IE(Xg).
n=0 n=0
Mais d’apres (4.58), IE(X}) = IE(X)).
b) On suppose que (4.66) a lieu : il existe K tel que
| Xrpn| < K, ¥n > 0. (4.69)

Nous allons utiliser le résultat de 1’étape précédente. Posons
T, =T An =inf{n,T}.

T,, est un temps d’arrét borné, donc IE(X7,) = IE(X)).
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Mais T est un temps d’arrét fini, la suite n — T,, est croissante et vaut 1" & partir d’un certain
rang, donc X7, converge p.s. vers Xp. De plus d’apres (4.69) la suite de v.a. X7, est bornée,
une application du théoréeme de convergence dominée, conduit & : IE(X7) = IE(X)). ([

Remarques.

1) En reprenant le contexte de I'exemple , le théoreme 2 affirme que I'espérance du gain reste
constante, pour toute regle d’arrét 7.

2) On peut montrer plus généralement, lorsque (4.66) a lieu, que (X ar;n > 0) est une mar-
tingale.

3) La propriété d’arrét (4.67) est vraie avec des hypotheses plus faibles que (4.65) ou (4.66).
Toutefois dans les exemples ces hypotheses sont souvent suffisantes.

Les martingales qui ne sont pas "trop grandes” convergent a l'infini. Il s’agit en regle générale
de résultats difficiles & établir. Toutefois dans le cadre L?, il est facile d’obtenir un résultat de

convergence.

Preuve : 1) Soit n > m. On a :
E((X, — Xm)?) = B(X2) + E(X2) — 2IB(X, X,,).

Mais IE(X, X,,) = E(IE(X, X | Fn)) = B(XWE(X,|Fn)) = B(X2).
Par conséquent

E(X, — Xn)?) = E(X2) - E(X2) = an — am; n>m, (4.72)

ot 'on a posé : a, = IB(X2). Sin=m+1,0n a ani1 — am = B(Xpmi1 — Xim)?) > 0.

Ce qui signifie que n — a,, est croissante. La propriété (4.70) signifie que (a,) est majorée
donc (a,) est une suite convergente. Puisque la suite (a,) est de Cauchy, la relation (4.72)
implique que (X,)n>0 est une suite de Cauchy dans L?(Q). Cette suite converge dans L?((2)
vers une v.a. X, de carré intégrable.

2) Montrons (4.71). On utilise & nouveau (4.57) :

|IE(Xoo,]:n) - Xn’ = ’IE(XOOU:n) - IE(Xn-Fk‘}-n)’ = |IE[(X00 - Xn-Hc)’]:n)‘
< IE(lXoo - n+k||}_n)7
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avecn >0et k> 0.
On prend 'espérance de part et d’autre de I'inégalité précédente :

E[|E(Xoo|]:n) - XnH < IEHXOO - n-l-kH

Par ailleurs
IEHXOO - Xn+k|] < {IE[(XOO - n+k)2]}1/2~

Pour tout n > 0, la suite (X, 11 )k>0 converge dans L?(Q) vers Xo. On fait tendre k vers +oo,

on obtient :
IEHIE(Xoo’fn) - XnH = 0.

D'ott X, = E(Xoo| Fp). 0

Remarque.
Réciproquement soit X, une v.a. appartenant a L*(€), on définit une suite de v.a. (X, )n>0
par (4.71). On a vu dans 'exemple que (X,,),>0 est une martingale. De plus

]E[(Xoo - Xn)Q] = IE(XEO) - Z]E(XnXOO) + JE(XE),

E(X,X.) = E(X,E(X.|F)) = E(X,X,) = E(X2).

Donc

B((Xo — X,)?) = B(XZ) — B(X7) > 0.
En particulier IE(X?) < IE(X?2). Ce qui signifie que (X, ),>0 est une martingale de carré
intégrable. D’apres la proposition 11, (X,,),>o converge dans L*(Q) vers X . X, et X sont

reliées par la relation B
E(X|F,) = E(X|F.), Vn > 0.

Si I’on suppose de plus que A = \/ Fn, en utilisant le théoreme de classe monotone on peut
n>0

montrer que X = Xoo-

Les martingales de carré intégrable (X,,),>0, s’identifient aux v.a. X, de L*(Q) a travers (4.71),
de plus X est la limite dans L*(Q2) de (X,,)n>o0-
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