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1 Rappels et compléments de Probabilités

1.1 Loi d’une variable aléatoire et indépendance

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire vérifiant P(X = 0) = 1/6; P(X = 1) = 1/2 et
P(X =4) = 1/3. Tracer le graphe de la fonction de répartition de X.

Exercice 2. Préciser la loi de Y = e'/X et Z = sin(rX) quand X suit une loi U([—1,1]).

Exercice 3. Soit X une v.a. exponentielle de parametre A > 0. On considére Y la v.a. définie
parY = | X|, ot |a] désigne la partie entiére de a ? Déterminer la loi de Y .

Exercice 4. Montrer qu’il existe une v.a. X, a valeurs dans N, telle que pour tout entier k > 0,

e 22k

pour une unique valeur de a que l’on déterminera.
Exercice 5. Soit X une v.a. de loi de Poisson de paramétre A > 0. Déterminer la loi de

Y:{ X/2  si X est pair,

% st X est impair.

Exercice 6. Soit X une v.a. de loi géométrique de parametre p, 0 < p < 1. On considere
X
Y:4{§J —2X +1.

Calculer la loi de Y .

Exercice 7. Une urne contient n boules dont 2 rouges et n — 2 blanches, n > 2. On effectue n
tirages sans remise. On note X le rang du 1°" tirage d’une boule rouge et Y le rang du second

tirage. Calculer la loi de (X,Y') puis les lois de X etY .

_ 1
1+e—®
pour tout réel x. Calculer la densité de X. On pose Y = eX, Z = X1ocx<1y et U = Ljgcx<1}.
Détermaner les lois de Y, Z et U.

Exercice 8. Montrer qu’il existe une v.a. X dont la fonction de répartition vaut F(x) =

Exercice 9. Soient deux densités de probabilité f et g. Si f est proportionnelle a g, montrer
que f = g presque partout. Si f est supérieur ou égale a g, a-t-on aussi f = g presque partout ?

Exercice 10. Soit f(z) = ﬁ]l[o#oo[(m). Calculer K pour que [ soit la densité d’une v.a.

X. Trouver la fonction de répartition de X. En déduire P(1 < X < 2).
Exercice 11. On jette un point D au hasard sur le cercle de centre O' = (1/2,0) et de rayon
1/2, de sorte que pour tout arc A du cercle, P(D € A) est proportionnel a la longueur de A.
1. Calculer le coefficient de proportionnalité.
2. Soit A= (1,0) et © €] —m, 7| la mesure de l’angle (O'A,O'D) qui appartient a | — 7, ).
Quel est la loi de © ?
3. On pose D =: (X,Y). Trouver la loi de X (loi de I’Arc Sinus).

Exercice 12. Le couple de v.a. (X,Y) a pour densité jointe f, définie par :
4 L
f(xv y) = 5(1’ + 3y)6 2y]l[O;Jroo[(x)]l[O;Jroo[(y)'

Vérifier que f est bien une densité. Calculer la densité de X et celle de' Y. X et'Y sont-elles
indépendantes ?



Exercice 13. Deux personnes A et B ont rendez-vous a 13h00 mais elles sont peu ponctuelles,
de telle sorte que les instants X et'Y de leurs arrivées sont indépendants et uniformément
répartis sur [13,14]. On note T la durée de l'attente du premier arrivé. Calculer la loi de T.

Exercice 14. Soient X et e deuz v.a.r. indépendantes, telles que P(e = +1) =P(e = —1) = 1/2
et X admette une densité f. Montrer que ¢X admet une densité et la calculer. Si f est paire
montrer X et —X ont méme loi.

Exercice 15. Soient X et Y deuz v.a. indépendantes ¢ valeurs dans R? et R¥, f et g deux
fonctions boréliennes. Montrer que f(X) et g(Y') sont deuz v.a. indépendantes. Soient X, Y et
Z trois v.a.r. indépendantes, montrer que X + Y est indépendante de Z>.

Exercice 16. Soient X et Y indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. On pose U = inf{X,Y}
et V =sup{X,Y}.

1. Calculer la fonction de répartition de V' (resp. U) et en déduire que cette v.a. admet une
densité que l’on déterminera explicitement.

2. Montrer que T = U/V suit une loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 17. Soient X etY deux v.a. indépendantes et admettant la méme densité f.
1. CalculerP(X >Y),P(X <Y) et P(X =Y).

2. Déterminer la densité de Z = X — Y. Montrer que cette fonction est paire. Retrouver
les résultats précédents.



1.2 Moments, loi normale et produit de convolution

Exercice 18. Soit X une v.a. de loi de Poisson P(\).
1. Veérifier que E[X] = X et calculer E[X (X — 1)].

2. En déduire le moment d’ordre deuz de X et sa variance.

Exercice 19. Soit X suit une loi géométrique.
1. Calculer E[X] et E[X(X —1)].

2. En déduire la variance de X.

Exercice 20. Une v.a. prend les valeurs —1, 0 et 1 avec les probabilités respectives p/2, 1 —p
et p/2. Calculer la covariance de X et X2.

Exercice 21. Soient A et B deux événements indépendants, vérifiant : P(A) = P(B) = p.
Déterminer la lot de X =14+ 1, Y =14 —1p et Z =1,1p. Calculer les espérances.

Exercice 22. Deuzx joueurs A et B jouent a un jeu d’argent. A (resp. B) gagne avec probabilité
p (resp. 1 —p) pour B, ot 0 < p < 1. Les mises de A et B sont respectivement de s§ et s'$,
et le vainqueur empoche le total des enjeux. Trouver une condition portant sur s, s’ et p, pour
que le jeu soit équitable.

Exercice 23. Une personne a n clés dans sa poche et veut ouvrir sa porte dans [’obscurité. Flle
prend au hasard les clés les unes apres les autres et les essaye. On note X le nombre de clés
qu’elle essaye avant de trouver la bonne. En supposant qu’une clé une fois essayée est ensuite
mise de coté.

1. Quelle est la probabilité py. que cette personne tire la bonne clé a la LEME tentative ?
2. Calculer E(X) et Var(X).

Exercice 24. Statistique de Wilcozon. Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On
extrait ces boules de l'urne les unes apres les autres, au hasard et sans remise, et on note Ry le
numéro porté par la k€€ boule tirée de 'urne.

1. Donner la loi de Ry, son espérance et sa variance.

2. On pose :
Wn=Ri+Rys+ ..+ R,.

(a) Calculer Uespérance de W,.
(b) Calculer la loi du couple (R;, R;), i # j, et vérifier qu’elle ne dépend pas de (i, 7).
(¢c) Calculer E[W?] et en déduire successivement E[R;R;] puis la variance de W,,.

Exercice 25. Dans une population on sait qu’il y a une proportion q d’individus atteints d’une
certaine maladie, décelable par analyse du sang. On veut déceler cette maladie dans un groupe
dindividus et, plutét que d’analyser le sang de chaque individu séparément, on procéde par
la méthode des examens groupés : on mélange le sang de r personnes et on fait une analyse
(r > 2). Si la maladie est décelée, il faut examiner individuellement chacune des r personnes
(il aura alors fallu r + 1 analyses); sinon une seule analyse aura suffit. Soit X, le nombre
d’analyses nécessaires pour examiner r personnes.

1. Calculer E(X,) en fonction dep=1—q, et de r.

2. A quelle condition sur p et r réalise-t-on ainsi une économie par rapport a la méthode
qui consisterait a analyser d’emblée chaque personne individuellement ? p étant donné,
avec 0 < p < 1, discuter ’existence de r permettant de réaliser une économie ?



3. Quelle est la valeur de r optimale, si on a a analyser le sang de n personnes (on prendra
n grand et on supposera qu’on divise les n échantillons en groupes égauz) ?

Exercice 26. 1. Soit X une v.a. uniforme sur [a,b]. Calculer E[X*], E[X] et Var(X).

2. On se donne une v.a.r. Z de densité f définie par :
f(x) = K[zlpy(z) + (2 — 2)1p2(2)]
Calculer K, E(Z*) pour chaque entier naturel k. En déduire la variance de Z.
3. On se donne deuz v.a.r. indépendantes X et'Y de loi uniforme sur [0,1]. Vérifier que
X +Y a méme loi que Z. Retrouver le résultat précédent.

Exercice 27. Une v.a.r. X suit la loi v(a,b) avec a >0 et b >0 si X admet pour densité :

1
beT'(a)
1. Montrer que f,5 est une densité.
2. Calculer E[X], E[X*] et Var(X).

3. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes, X (resp. Y ) de loi y(a,b) (resp.
(e, b)) aveca >0,b>0 et c> 0.

(a) Montrer que X +Y a une densité que l'on calculera. En déduire : B(a,b) = Fl,(“)r(b)

ota>0etb>0, Bla,b) fo “1 bldx

(b) Trouver la densité du vecteur aleatozre (U V) avecU =X +Y,V = X+
U etV sont-elles sont-elles indépendantes ?

+oo
fap(z) = 2 e Mgy, T(a) :/ % e dx.
0

v Les v.a.r.

Exercice 28. On a étudié la glycémie sur un échantillon de 300 individus. On a constaté que
20 % des glycémies sont inférieures a 0.82 g/l et que 30 % des glycémies sont supérieures a
0.98 g/1. Sachant que la glycémie des individus suit une loi normale, déterminer la moyenne et
[’écart type de cette loi.

Exercice 29. Soient a et b deux réels, et X wune v.a.r. gaussienne. On désigne par m sa
moyenne et o son écart-type.

1. Montrer que aX +b est encore une v.a. gaussienne et évaluer ses parameétres, en déduire
sa densité. Calculer directement la densité de aX + b.

2. Calculer la fonction de répartition de X a laide de la fonction de répartition de la loi
gaussienne réduite et centrée.

Exercice 30. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N'(0,1). On
pose Y = X2. Donner la densité de'Y et son espérance.

k 1
Exercice 31. On pose f(z,y) = 5 OXP —5(3x2 —3zy +9°)|.
T
1. Déterminer k pour que f soit la densité d’un couple de v.a. (X,Y).

2. Calculer la densité de X et celle de' Y. Les v.a.r. X etY sont-elles indépendantes ?

Exercice 32. On se donne un vecteur aléatoire Z = (X,Y), a valeurs dans R?, ou X et Y
sont deux variables aléatoires réelles indépendantes et de densité de probabilité f définie par :
1 1
f(#) = ——eap(—2a?).

V2T 2
Soient 0 et (U, V) le couple de v.a. : U = cos(0)X — sin(0)Y et V = sin(0)X + cos(0)Y.

Déterminer la loi de U et celle de V. Sont-elles indépendantes ?



1.3 Convergences stochastiques

Exercice 33. Soit X1, Xs, ..., X,, des variables aléatoires positives et indépendantes suivant la
méme loi de fonction de répartition F' et de densité f vérifiant : lim, o f(x) = X, (A > 0). On
pose U, = inf{X1, Xo,...., X;,}. Montrer que nU,, converge en loi vers une variable aléatoire U
dont on précisera la loi.

Exercice 34. Soit (X,)n,>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de
Bernoulli telles que E[X,,| = % Etudier la convergence en probabilité et presque-sire.

Exercice 35. Soit X1, Xs, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
uniforme sur |0,1[ et N le nombre aléatoire de ces variables qui prennent une valeur dans

Vintervalle |0, X[ ot A > 0.

1. Calculer p, = P(N = 0). En déduire lim,,_,o. Dy,
2. Déterminer la loi de N.

3. Montrer que N converge en loi vers une variable aléatoire Z que l'on précisera.

Exercice 36. Soit (X,,)n,>1 une suite i.i.d. de v.a. de loi E(1). On veut montrer que

X
P (lim sup = 1) =1.
n—-+o0o ln(n)

1. Montrer que cela est équivalent a montrer que pour tout € > 0,

X, : Xn
P(limsups —— >1+¢ =0 et P{limsup{——>1—-c¢ = 1.
n—-+0o00 hl(n) n—-+00 ln(n)

2. En appliquant Borel-Cantelli et sa réciproqgue montrer le résultat.

Exercice 37. Soit n > 1 et (Xg)k>1 i.i.d. de loi uniforme sur {1,--- ,n} et
T,=inf{m >1:{Xy,---, X} ={1,--- ,n}},
le premier temps ou toutes les valeurs ont été observées. On pose également pour 1 < k < n,
m =1inf{m > 1: card({Xy, -+, X\ }) = k}.

Que vaut 1{* et 7" ¢
Montrer que les v.a. (7,1 — T{' )1<k<n—1 Sont indépendantes et déterminer leur loi.
En déduire ’espérance de T, en fonction de la série harmonique.

Justifier que V(T,,) < en? pour une certaine constante ¢ > 0.

SRS

Montrer que

6. En déduire que

Exercice 38. Soit (1,)n,>1 une suite i.i.d. de v.a. de loi £(1) et M,, = max(1y,...,T,). On va
montrer que




1. Calculer P(M,, > z) en fonction de x € R.
2. Soit € > 0. Montrer que

n nk

lim inf >1—¢ et limsup

<1 .S..
n—00 ln(n) ko0 ln(nk) Site ps

pour une sous-suite ny, bien choisie, par exemple de la forme 2F.
3. Soitn >1 et k tel que ny < n < ngyq. Justifier
M, < Mnk+1 ln(nk‘-i-l)
In(n) = In(ngy1) In(ng)

4. En déduire le résultat annoncé.

Exercice 39 (Loi forte des grands nombres avec des moments d’ordre 4). Soit (X,,),>1 une
suite 1.i.d. de v.a. admettant une moyenne m et S, := X1 + -+ X,,. On va montrer que
Sn

lim — =m p.s..
n—oo M,

1. Montrer qu’il suffit de montrer le résultat lorsque m = 0, ce que [’on supposera ensuite.

2. Soient ky,--- ,k, € N tels que ky +- - -+ k, = 4. Montrer que E[XF' ... X = 0 excepté
lorsque il existe 1 <1 < j < n tels que k; = k;j = 2 ou lorsqu’il existe 1 < i < n tel que
k; = 4.

3. Justifier que E[X?Y?| < \/E[X4|E[Y?] quelques soient les v.a.r. X etY.
4. Montrer que pour tout n > 1 et € > 0,

(|

n gin?

>g)g@%§@.

5. En déduire que

lim —~ =0 p.s..
n—,oo M

Exercice 40. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. convergeant en loi vers X. Montrer que quelque
soit € > 0 il existe un intervalle [a,b] et N > 1 tel que pour tout n > N on a

P(X,, € [a,b]) < e.

Exercice 41. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. uniformes sur {1,--- ,n}. Montrer que (X,,/n)n>1
converge en loi vers une v.a. uniforme sur [0, 1].

Exercice 42. Soit (X,,)n>1 et X des v.a. a valeurs dans N et G, (z) et G(z) leurs fonctions
génératrices respectives. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. la suite (X,)n>1 converge en loi vers X ;

2. la suite (Gy)n>1 converge simplement vers G sur [0, 1].
Exercice 43. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. telles que pour n assez grand X, ~ G(\/n).
Montrer que la suite (X,,/n),>1 converge en loi vers une variable exponentielle.
Exercice 44. Soit (X,,)n>1 i.7.d. de loi uniforme sur [0, 0] et M,, = max(Xy,---,X,).

1. Montrer que n(6 — M,,) converge en loi et préciser la limite.

2. Montrer que 8 — M,, converge en probabilité vers 0.
3. Montrer que M, converge presque stirement vers 0.
4

. On suppose inconnu le parametre 6 et on observe un échantillon de taille n. Donner un
intervalle de confiance asymptotique au niveau de confiance c.



1.4 Fonctions caractéristiques

Exercice 45. Soient by, et py les deux familles de probabilités :

bup = CEp*(1—p)" "6, pr=)_ o e 0,

k=0 k>0

oun>1,pel0,1], A\ > 0. En utilisant la fonction caractéristique, vérifier les deux identités :

bnp * bmp = bnimp,  PA* Dy = Dasy,
oun>1,m>1,pel0,1], A >0 et u>0.

Exercice 46. Soient X etY deux variables aléatoires de fonctions de répartition respectives
Fx et Fy et de fonctions caractéristiques respectives px et oy. On suppose X et Y admettent
des moments d’ordre deu.

1. Poura € R et b > 0 on définit U une variable aléatoire réelle de fonction de répartition
u — Fx(*5%). Montrer que U a la méme loi que bX + a. Déterminer ¢y la fonction
caractéristique de la loi de U. Calculer E[U] et Var(U) a partir de .

2. Pour 6 € [0,1] on pose G(z) = (1 —0)Fx(2) + 0Fy(z). Montrer que G est une fonction

de répartition sur R.

3. Soit V' une variable aléatoire admettant la fonction de répartition G. Montrer que V a
la méme loi que eX + (1 — €)Y avec € une variable aléatoire de Bernoulli indépendante
de X etY dont on déterminera le paramétre. Déterminer oy sa fonction caractéristique
et en déduire E[V] et Var(V).

Exercice 47. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires et Z = X +Y . On veut montrer que
st X est indépendante de Z et'Y indépendante de Z, alors Z est presque stirement constante.

1. Montrer que |pz(t)| = 1 pour tout t € R.

2. Soit Z' une variable aléatoire indépendante de Z et de méme loi, montrer que Z = 7'
presque surement.

3. En utilisant la fonction de répartition Fy, en déduire que Z est presque sirement constante.

Exercice 48. Fonction caractéristique de la loi de Cauchy sur R.

11
T 14x2

2. Soit t un réel positif firé. On note

1. Montrer que p(x) = est une densité de probabilité sur R.

eztz

h(z) = A0t

z € C\ {i,—i}.

Pour tout R > 0, on note g le contour : Tp = T, UT%. Ty est Uarc de cercle AB
contenu dans le demi-plan supérieur, centré a l'origine et T'% est le segment [BA]. Ici A
est de coordonnées (—R,0) et B de coordonnées (R,0).

(a) En utilisant le théoréme des résidus, montrer

/F )iz =

(b) Vérifier ensuite

lim h(z)dz = ¢(t); lim h(z)dz = 0.

R—o00 R—o0
I Tk



(c) En déduire
o(u) =e " vueR.

3. Pour tout a > 0, on note p,(x) = (%) = —oz Montrer
Pa * Pb = Patb, a >0, b>0.

Exercice 49. Soit X une variable aléatoire réelle et px sa fonction caractéristique. Montrer
que pour tout entiern > 1, t1,...,t, E Ret z,...,2, € C

n

3,j=1

En déduire que la matrice (e*U*i‘) est symétrique positive.

1<i,j<n

Exercice 50. Calculer la transformée de Fourier sur R de y — %(1 — %)Jr En déduire

1 I 1
_/emwdm:_ Ll Vu € R.
7 Jr a’x? a a /.y

Exercice 51. Soient X une v.a.r. a valeurs réelles, et px sa fonction caractéristique.
1. Montrer :

ex(t) = ox(—t) =p_x(t), teR.
2. En déduire : |px(t)]” = ox4v(t), t € R, ou'Y désigne une copie indépendante de —X.

3. On suppose que X suit une loi symétrique (i.e. P(X < —t) = P(X > t) pour tout réel t).
Montrer que la fonction caractéristique de X est a valeurs réelles. Etablir la réciproque :
si la fonction caractéristique de X est a valeurs réelles alors X suit une loi symétrique.

4. Montrer que la partie réelle d’une fonction caractéristique est a nouveau une fonction
caractéristique.

Exercice 52. Soient X, Y et Z trois v.a.r. telles que : X suit la loi B(n,p), Y la loi P(\) et
U de loi v(a,b). On rappelle que

1

px(t) = (pe" +1-p)", ov(t) =exp{A(e" = 1)}, @u(t) = 1= i)

Calculer le moment d’ordre un et la variance de ces trois v.a.r. via les fonctions caractéristiques

Exercice 53. Montrer en utilisant les fonctions caractéristiques que la somme de deuz v.a.
indépendantes, de Poisson (resp. gaussiennes, de loi gamma, de Cauchy ) est encore une v.a.
de Poisson, resp. gaussienne, de loi gamma, de Cauchy.

Exercice 54. Soient (pr),~, une suite de fonctions caractéristiques et (ou),~, une suite de
réels positifs de somme égale a un.

1. Montrer que E agpr est une fonction caractéristique.
k>0

2. En déduire (théoréeme de Finetli) que si ¢ est une fonction caractéristique et A > 0, la

fonction vy = ¥~ est une fonction caractéristique.
2

142

3. Montrer que t — exp (— ) est une fonction caractéristique.



Exercice 55. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires ayant la densité jointe :
1 2 2
ﬂxm@w%=1@+$Mf—yﬁ,!ﬂ<1wm<1

Montrer que les fonctions caractéristiques satisfont :

ex ey (t) = pxiv(t)
et que les variables X et'Y sont dépendantes.
Exercice 56. Soit X une v.a.r.. On dit que X admet des moments de tous ordres lorsque pour

tout n € N on a E[|X|"] < oc.

1. Montrer que si X est bornée alors elle admet des moments de tous ordres et que sa
fonction caractéristique s’écrit alors

ox(t) = S B

n>0

2. Soit X etY deux v.a. bornées telles que E[X™] = E[Y™] quelque soit n > 0. Montrer que
X etY on la méme loi.

3. Soit Z ~ N(0,1). On pose X = eZ. Déterminer la densité f de X justifier que X admet
des moments de tous ordres.

4. On pose g(x) = f(z)(1 +sin(2m In(x))). Montrer que pour tout n >0 on a

/Ooo 2 f () = /Ooo +g(2)da.

On pourra faire le changement de variable y = e*~". En déduire qu’il existe deux v.a.
ayant les mémes moments mais pas la méme loi.

Exercice 57. Soit (Yi)k>0 une suite i.i.d. de v.a. de loi normale centrée réduite et N une v.a.
imdépendantes des Yy, de loi de Poisson de parametre A > 0. On pose

1. Calculer la fonction génératrice G(z) =Y - (P(N = n)z" définie pour tout |z| < 1.

2. Calculer la fonction caractéristique de S.

Exercice 58. On considere X1, X, X3 et X4 quatre variables aléatoires réelles indépendantes
de méme loi N'(0,1). On pose Y = X1 X5 + X3X,.

1. Montrer que la fonction caractéristique de X1Xo vaut

1
V1I+2

t— ¢X1X2 (t) - E(eitX1X2) -

2. En déduire la fonction caractéristique de Y .

3. Soit Z une variable aléatoire de densité x — e_‘m|/2 par rapport a la mesure de Lebesque
sur R. Calculer sa fonction caractéristique.

Exercice 59. On note ¢ la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X .

10



1. Calculer la fonction caractéristique d’une v.a. X de loi %5_1 + %51 puis de loi uniforme
sur [—1/2,1/2]. Résoudre dans les deux cas l’équation p(a) = 1.

2. Montrer de maniére générale que
Ja#0, pla) =1 <= P(X € (2n/a)Z) = 1.
On pourra d’abord remarquer (et justifier) que si p(a) =1 alors E[1 — cos(aX)] = 0.

Exercice 60. On note ¢ la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X .

1. Soit X une v.a. de loi triangulaire sur [—1,1], i.e. de densité sur [—1,—1] définie par

— 0 <x <
t(x):{l r s10<zx<1

1+2 s1—-1<2x<0

2. Montrer que X ~U —V o0 U,V i.i.d. de loi U([0, 1]).
3. En déduire la fonction caractéristique de X et son espérance et ls variance.
Exercice 61. 1. On rappelle que la fonction caracteristique d’une v.a. de loi de Cauchy est

donnée par p(t) = e . Expliquer ce qui ne va pas dans le raisonnement suivant : On a
au voisinage de 0, o(t) =141 x 0 x t + o(t). On peut donc en déduire que E[X] = 0.

2. Soit ¢ une fonction caractéristique. Montrer que si p(t) = 1+ imit — tmot® + o(t?) od
my > 0 alors E[X] = my et E[X?] = my. On pourra considérer p(—t) + o(t) et utiliser

le lemme de Fatou.
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1.5 Théorémes limites
Exercice 62. 1. Soit X, ~ P(n). Montrer que lorsque n tend vers l'infini,

X,—n
NZD

converge en loi vers une limite que [’on précisera.

Y, =

2. Quelle est la limite de la suite
nook
AN
=D g
k=0

lorsque n tend vers l'infini ¢

Exercice 63. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi
et de carré intégrable. Supposons de plus que

X1+ Xy

V2

1. Quelle est l’espérance commune des variables X,, 7

a méme lot que X;.

2. Pour n > 0, que peut-on dire de la loi de

X1++X2k 2
2k/2 '

3. En déduire que les X,, sont des variables gaussiennes.

Exercice 64. On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi de Cauchy de parameétres
(a,b) (a € R,b > 0) notée C(a,b) si la densité de la loi de X est définie par :

b 1

- R.
7w b2+ (v —a)?’ Ve e

fx(z) =

On définit la fonction h par :

T2

Yt >0, h(t):/ Locos@) o hoy =T
t

1. A partir de Uexpression de la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy C(0,1), mon-
trer que

b / " e = expliat — b))
— = e&X _— .
™ JR b2 + (.CC — CL>2 P

2. Déterminer la fonction de répartition de la loi C(a,b).

3. Soit Y une variable aléatoire réelle suivant une loi, notée P,(0) avec 8 > 0 de densité :

0
fr(y) = Q—ygl{\ylze}-

Exprimer oy la fonction caractéristique de Y en fonction de h.

4. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi P(2/).
On pose S, = X; + ...+ X,,. Pour tout n > 0, calculer

lim P (M > 77) .
n— 00 n

12



Exercice 65. Soit (X)r>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de carrés intégrables et non constantes. On
pose V[X1] = 0% et E[X,] = m ainsi que

_ 22:1 (Xy —m)
Z, = o )

1. Montrer que (Zon — Zy),~o converge en loi et identifier la limite.

2. En déduire que (Zn)n20 ne converge pas en probabilité.
Exercice 66. Soit f : [0,1] — R une fonction continue et (X,)n>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées admettant un moment d’ordre 1.

1. Montrer que pour tout € > 0 il existe d > 0 tel que, pour tout entier n > 1,

~5).

2. Soit f : ]0,1] — R une fonction continue et (X,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre x € [0,1]. On pose pour tout
entiern > 1,

B |[#(2) - || < e 21 (|52 - Bl

n

Pta) =5 |1 (

Montrer que (P,),>1 est une suite de polynomes qui converge uniformément vers f.

X1+...+Xn)]

Exercice 67. Soit (X,)n>1 une suite i.i.d. de loi N'(0,1). Montrer que Y, = 130 VEk X,
converge en lot vers une limite que lon précisera.
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2 Vecteurs gaussiens

2.1 Autour des lois normales

Exercice 68. Soit [ := fooo e~ /2dx. Montrer que I est une intégrale convergente. Calculer I?
en passant en coordonnées polaires. Que vaut I ?

Exercice 69. Pour tout a,b > 0, on appelle loi v(a,b) la loi de densité :

1 ~1pa_—b
e < . )
)" "¢ "0

1. Calculer la transformée de Laplace de cette loi, c¢’est-a-dire :

1
[(a)

oo
/ 6_)‘$J}a_1ba6_bzdl‘.
0

Prouver que l'espérance de cette loi vaut a/b et sa variance a/b?.
2. Veérifier que y(a,b) xy(a’,b) = v(a + d’,b). En déduire que :
! : I'(a)I(a’
/ 2 N1 —2) dr = M.
0 I'(a+a)

3. Injectivité de la transformée de Laplace : Soient &, 1 deux variables aléatoires positives.
On suppose que, pour tout X réel positif :

E (e”‘g) =E (e*)‘n) :

4. Onnote p(2) = E(e**) et (z) = E(e). Montrer que ¢ et 1) sont bien définies, continues
sur {z € C: Re(z) <0} et holomorphes dans {z € C : Re(z) < 0}.

5. Montrer que @ et 1 coincident sur R_. En déduire que ces fonctions coincident sur
{z € C: Re(z) < 0}, et donc que, pour tout t € R :

E (¢€) = E (¢).

6. Montrer que & et np ont la méme lo:.

7. Loi chi-deuz : Soient X1, Xo, ..., X, n variables aléatoires réelles gaussiennes réduites
et indépendantes. Prouver que :

Z:=> X! ~7(n/2,1/2).
j=1
On dit que Z suit une loi de x*> an degrés de liberté.

Exercice 70. Loi chi-deux décentrée : Soient X1, Xs, ..., X, des variables aléatoires réelles
gaussiennes, indépendantes, telles que X; ~ N (mj, 1).

1. Montrer que la fonction caractéristique de 7 = Z?Zl X; est :

. 1 itr
E itz _
() = A2y &P (1 - 2it) ’

our = Z?Zl m?. (On dit que Z suit une loi de x* a n degrés de liberté, décentrée).
2. Calculer E(Z) et Var(Z).
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Exercice 71. Loi beta : Soient a,b > 0. Désignons par Z,, Z, deux variables aléatoires indé-
pendantes de lois respectivement y(a, 1), (b, 1).

1. Trouver la densité du vecteur aléatoire

Za
=\ Z,+ Z
(U7 V) < + b, Z +Zb>

2. Les v.a. U et 'V sont-elles indépendantes ¢ (On dit que V' suit une loi B(a,b).)

Exercice 72. Loi de Cauchy et loi arcsinus :

1. Sotent X etY deux v.a. indépendantes de méme loi gaussienne centrée réduite. Montrer
que la v.a. C = XY suit une loi de Cauchy de parametre 1.

2. Soit V ~ B(1/2,1/2) une v.a. de loi arcsinus. Prouver que la variable aléatoire 1/V a
la méme loi que la v.a. 1 + C?, ou C suit une loi de Cauchy de parametre 1.

Exercice 73. Soit E ~ ~(1,1) et V. ~ B(1/2,1/2) deux variables indépendantes (E est de
loi exponentielle de parameétre 1). Montrer que : 2EV ~ G?, ot G est une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite. On pourra observer que le relation précédente équivaut a : Va > 0,

2
\/7/ _t2/2dt |:6Xp _W:|

Exercice 74. Loi Fisher-Snedecor : Soient X ~ ~v(a,b) et Y ~ ~(c,d) deuz variables aléatoires
mdépendantes.

1. Trouver la loi de la variable aléatoire X/Y .
2. Supposons que a =n/2, ¢ =m/2,b=d = 1/2. Trouver la loi de :
_X/n
Y/m
On dit que R suit une loi de Fisher-Snedecor a n et m degrés de liberté.

3. Calculer E(R) et Var(R) (discussion suivant les valeurs de n et m).

Exercice 75. Loi Student : Soient X ~ N(0,1) et Y ~ x*(n) deux v.a. indépendantes.

1. Trouver la loi de la variable aléatoire :
X
VY/n
On dit que T suit une loi de Student a n degrés de liberté.
2. Calculer E(T') et Var(T).

Exercice 76. On note par g, la densité d’une variable aléatoire de loi x*(n) :

1
— n/2—1 —:E/2]l
9= gyt ¢ ey

1. Etudier la régularité de g, & Uorigine et le graphe de g,.
2. Pour quelle valeur de x, gn(x) est-elle mazximum ¢

3. Etudier le comportement de ce mazimum quand n 1 co.

15



Exercice 77. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes de méme loi.

1. Montrer que si X et'Y sont deux variables gaussiennes centrées réduites, alors X +Y
et X —Y sont indépendantes.

2. Théoréme de Bernstein : Réciproquement, on suppose que X etY sont de carré intégrable
et que X +Y et X —Y sont indépendantes. On veut montrer que X et'Y sont deux

variables gaussiennes. Pour cela :

a) Montrer qu’on peut supposer que X et'Y sont centrées, de variance 1.

b) Montrer que @, la fonction caractéristique commune de X et de'Y', satisfait l’égalité
©(2t) = (t)3p(—t). En déduire que @ ne s’annule nulle part.

c) On pose ¥(t) == o(t)/o(—t). Montrer que ¥(2t) = ¥(t)* et que ¥(t) = 1+ o(t?),
lorsque t | 0. En déduire que, pour tout t, (t) = 1 et que p(t) = p(t/2)*. Conclure.

Exercice 78. Loi log-normale : Soit X une v.a. telle que In X est une variable aléatoire gaus-
sienne centrée réduite. Trouver la densité de X et calculer ses moments v, := E(X™), n € N*.
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2.2 Exercices d’applications et caractérisations
Exercice 79. Soit X une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite et € une autre
variable aléatoire indépendante de X, prenant seulement les valeurs £1.

1. Montrer que Y :=cX est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite.

2. Calculer Cov(X,Y).

3. La variable aléatoire X +Y est-elle gaussienne ¢
Exercice 80. Soit X une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite. Pour tout a > 0
on note :

Yo = —X1xi<a) + XL{ix5a}-
1. Montrer que Y, est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite.
2. Prouver que le couple (X,Y,) n'est pas gaussien.

3. Y-a-t il une valeur de a telle que la matrice de covariance de (X,Y,) soit lidentité ?

Exercice 81. Soit X une variable gaussienne centrée réduite et soit ¢ > 0. On définit :

v X, si | X| <e¢
T =X, si | X >e

1. Montrer que Y est une variable gaussienne centrée réduite pour chaque c.
2. Calculer E(XY).

3. Les variables X et'Y sont-elles non-corrélées ¢ indépendantes ¢

Exercice 82. Soit la matrice

2 —-11
K=|-1 2 1
1 1 2

1. Justifier qu’il existe un v.a. gaussien (X,Y,Z) de moyenne (1,0,1) et de covariance K.
2. Ce vecteur gaussien admet-il une densité ¢

3. Montrer que les v.a. X —2Z et Y — X — Z sont indépendantes et préciser leurs lois.

; : : it "y X-1 2Z-1
4. Déterminer la fonction caractéristique et la densité de (W’ W)

0
Exercice 83. Soita € R et K, = 1
2

o Q0
— N O

1. A quelle condition sur o existe-t-il un vecteur gaussien (X,Y,Z) de loi N'(0, K,).
2. A quelle condition sur o ce vecteur admet-il une densité ?

3. Qu’elle est la loi de X +Y + Z ¢

4. Montrer qu’il existe une constante 3 telle que Y — BZ soit indépendante de Z .

t1 61 H
Exercice 84. Soit 0 < t; <ty < t3 et la matrice K = | t; ty ta
1 ta t3

1. Justifier qu’il existe un vecteur gaussien X = (X, Xo, X3) centré et de covariance K.
2. Ce vecteur gaussien admet-il une densité ?

3. Montrer que les v.a. X3 — Xy et Xy — X5 sont indépendantes et préciser leurs lois.
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Exercice 85. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité

flzy) = 7r\/_ exp(—g(fc +ay+y ))+exp(—§(l’2—xy+y2))

1. Montrer que le couple (X,Y') n’est pas gaussien.
2. Montrer que X et'Y sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites.
3. Les variables X et'Y sont-elles non-corrélées ¢ indépendantes ¢

Exercice 86. Soit (X, Y, )n>1 une suite de couple de variables aléatoires i.i.d. de loi caracté-
risée pour tout (i,7) € {—1,0,1}*\ {(0,0)} par

1
P(X,=4Y,=j)=-.
8
Justifier que la formule précédente définie bien une loi de probabilité.
Détermaner la loi de X,,, son espérance et sa variance.

Les variables aléatoires X,, et'Y, sont-elles indépendantes ?

e v~

Justifier que
1 n
k=1

ou (U, V') est un vecteur gaussien dont on précisera la matrice de covariance.

5. Les variables U et V' sont-elles indépendantes ¢

Exercice 87. Soient X,Y, Z i.i.d. de loi N(0,1). Onpose V = (XY, X—-ZY—-Z X+Y+7).
1. Montrer que V' est un vecteur gaussien et donner sa fonction caractéristique.

2. Montrer que X +Y + Z est indépendante de (X —Y)? + (X — Z)2 + (Y — Z)2.
Exercice 88. Soit (X1, Xs) un couple gaussien tel que :
E(X1) = E(X,) = 0, B(X?) = E(X3) = 1, E(X1X,) = p

1. Montrer que |p| < 1.
2. Calculer la densité du couple (X1, X3).

3. Retrouver, a partir du résultat de 2) les lois marginales de X et X, ainsi que les
quantités E(X1), E(X,), E(X?), E(X3), E(X1 Xy).

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X, et Xy soient indépendantes.

5. Que se passe-t-il quand |p| =17

Exercice 89. Soient (Xy)r>1 et (Yi)k>1 des v.a. i.i.d. de loi E(1). Décrire le mode de conver-
gence et la limite des suites

<%Z<XXY)) . (V—Z(X)’j;’:—ll»w?

On justifiera soigneusement de 'application de touts les théoremes utilisés.
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Exercice 90. Soient X et Y deux v.a. réelles, indépendantes, de méme loi, centrées et de
variance 1. On suppose que la variable aléatoire (X +Y)/v/2 a la méme loi que X et Y.

1. Soit p(t) := E(e'X) la fonction caractéristique de X . Montrer que ¢'(0) = 0,¢"”(0) = —1.
2. Prouver que, pour tout t, ©*(t/\/2) = @(t). En déduire que, pour tout t, (t) # 0.
3. Montrer que, pour tout t et tout n € N,
logp(t) _ logp(t/2"?)
2 (t/2n/2)2

En déduire que X et'Y sont des variables aléatoires gaussiennes.

Exercice 91. Soit (X,Y) un couple gaussien centré, de matrice de covariance égale a [’identité.
Soit R=+vX?24+Y? et Q =Y/X. Montrer que R et Q) sont deux variables aléatoires. Quelles
sont les lois de R et () ¢

Exercice 92. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires de densité :
Lo o 2
f(z.y) = Aexp | =5 (207 — 2y +y7) | -

1. Que vaut \ ? Trouver les lois marginales de X et de Y .
2. Montrer que (X,Y) est un vecteur gaussien centré. Quelle est sa covariance ?

Exercice 93. Soit (X,Y') un couple gaussien. On suppose que X etY sont centrées, de variance
1 et on note par p le coefficient de corrélation du couple. Montrer que :

1 1
P(XY > 0) = - + — arcsinp.
2 7
Calculer P(XY < 0).

Exercice 94. Soit (X,Y') un couple gaussien. On suppose que X etY sont centrées, de variance
1 et le coefficient de corrélation du couple vaut p. Montrer que :

E [max{X,Y}] = “Tp.

Exercice 95. 1. Montrer qu’il existe un triplet gaussien (X1, Xo, X3) tel que :
E(X1) = B(Xz) = E(Xy) = 0, B(X?) = B(X2) = B(X2) = 1,
E(X1X,) = E(X;1X;3) = E(X,X3) =1/2.
2. Quelle est la loi de X1 — Xo +2X3 7

3. Montrer que, pour tout a € R, (X1 + aXs, X7 — X3) est un couple gaussien. Existe-t-il
un a tel que (X1 + aXy et X1 — X3) soient indépendantes ¢
4. Calculer la fonction caractéristique et la densité de (X1, Xo, X3).

Exercice 96. Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur gaussien centré de covariance identité. Soit
A une matrice orthogonale n x n. Définisons Y := AX.
1. Quelle est la loi de [[Y[]* := 37 Y 7
2. On consideére une décomposition en somme directe orthogonale de R™, c’est-a-dire R" =
@?ZlEj, E; orthogonal a Ey pour j # k. Soit I, la projection orthogonale de R™ sur E;
et on note Xg, := Ilg,(X). Montrer que les variables aléatoires Xg,,j = 1,...,p, sont
indépendantes et que || Xg,||* suit une loi de x* & r; degrés de liberté, avec r; := dimFE;.
Exercice 97. Soit X un vecteur gaussien de dimension n, centré, de matrice de covariance
K (de type n x n). Soit A une matrice m X n et B une matrice p X n. On définit Y = AX,
Z := BX. Montrer que Y et Z sont indépendantes si et seulement si AKB* = 0.

Exercice 98. Soit X un vecteur gaussien de dimension n, centré, de matrice de covariance K
inversible. Montrer que X*K'X ~ x2(n).
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Exercice 99. Soit

2.
3.

/.

1 1 -1
K=11 2 0
-1 0 3

. Montrer qu’il existe un triplet gaussien (X,Y, Z), centré et de matrice de covariance K.

Calculer la densité de ce triplet.
Trouver la loi de U := X +2Y — Z.
Montrer que Y?/2 + Z2/3 ~ x*(2).

Montrer que (X +Y,Y — Z) est un couple gaussien. Calculer sa densité.

Exercice 100. Théoréme de Lévy-Cramer. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
indépendantes telles que X +Y soit une variable gaussienne. On veut alors montrer que X et
Y sont des variables gaussiennes.

1.

Soit u > 0 et & une v.a.7. telle que he(u) = E[e*€’] < oo et ¢(2) := E[e*], z € C.
a) Montrer que |xz| < ux® + %, u>0,zeR, zeC.
b) Montrer que ¢ est entiére (holomorphe sur C).

¢) Sie ne s’annule pas et In |(z)| > c+|z|?, pour deux constantes ¢, ¢, montrer que

2
ws(z):exp(bw%),bﬂ%,azo.

On utilisera le théoréme de Liouwville : si f est entiére telle que |Ref(2)] < ¢1+calz?,
pour tout z € C, alors f est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2.

d) En déduire que £ est une variable aléatoire gaussienne.

a) On peut supposer que les médianes de X et'Y sont nulles.
b) Montrer que, pour tout t > 0,

P(X+Y|>t)>P(X>tY >0)+P(X < —£,Y <0)+P(|X|>tY =0),

1
P(X>1Y >0) > P(X > 1) —P(X > 1Y =0),
1
P(X <-t,Y <0)> 5P(X < —t)-P(X < —-t,Y =0),

1
P(IX +Y|>1) 2 gP(X| > 1).

¢) Soit ¢ une fonction borélienne, positive et on note ®(x) = a + [ p(t)dt, x > 0.
Montrer que, pour toute variable aléatoire n > 0,

E®(n) =a+ /000 o(t)P(n > t)dt.
d) En déduire que, pour toute variable aléatoire &,
E[e’] =1+ 2u /oo te"P(|€] > t) dt.
0
e) En utilisant 2.b) et le point précédent, montrer que hx(u) < 2hx iy (u), u > 0.

f) En déduire qu’il existe ug > 0, tel que, pour 0 < u < ug, hx(u), hy(u) < co.
g) Prouver le théoréme de Lévy-Cramer.
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Exercice 101. Soit X ~ Nj(m,0?) telle que P(X > 3) = 0.8413 et P(X > 9) = 0.0228.
Calculer m et o (on donne ®(1) = 0.8413 et ®(2) = 0.9772).

Exercice 102. Un ordinateur sort les chiffres au hasard de la fagon suivante :

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
32 22 23 31 21 23 28 25 18 27/)°

La machine fournit-elle des nombres équi-répartis ? (la table de x*(9) donne «(0.05) = 16.92).

Exercice 103. On considére la fonction :

1
v 2me

et on note par g la densité gaussienne centrée réduite. On définit la fonction :

h(z) =

I‘3]].[_171}((L’), r € R.

f(x,y) == g(x) g(y) + h(z) h(y).

Prouver que f est une densité de probabilité sur R? qui n’est pas gaussienne, mais que les
densités marginales sont gaussiennes.

Exercice 104. Soit a € R, |a| <1 et la fonction de répartition gaussienne

T

1 x
O(x) = \/_2_7r/ e U2dt = / g(t)dt, z € R

1. Montrer que la fonction :
Fla,y) = ®(2) D(y) [L+a (1 — B(x)) (1 — D(y)], (x.y) € R?

est une fonction de répartition d’un couple aléatoire ayant les fonctions de répartition
marginales ®(x) et ®(y). Prouwver que, si a # 0, le couple n’est pas gaussien.

2. Montrer que la fonction :

fla,y) == g(x) g(y)[1 + a 20(z) — 1) (2®(y) — 1)], (2,y) € R?

est une fonction de densité d’un couple aléatoire ayant les marginales g(x) et g(y).
Prouver que, si a # 0, le couple n’est pas gaussien.

Exercice 105. Soient g;(x,y) i = 1,2 deux densités gaussiennes bidimensionnelles centrées de

matrice de covariance
(pi 1) ,i=1,2.

flz,y) = c191(2,y) + c292(2, y)

ot c1,Cy sont arbitraires c1,co > 0 et ¢ + co = 1.

On définit :

1. Montrer que f est la densité d’un couple (X,Y) et que, si p1 # pa, alors le couple n’est
pas gaussien.

2. Prouver que les variables X etY sont des gaussiennes centrées réduites avec le coefficient
de corrélation p := c1p1 + Ca2p2.

3. Les variables X et'Y sont-elles non-corrélées ¢ indépendantes ?
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Exercice 106. Soient & et & deux variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne
centrée réduite. On consideére les vecteurs aléatoires (X1, Xs) et (Y1,Ys) définis par :

X1 =& + &, Xo =26+ &

et

Yii= V28, Yo = (3/V2)6 + (1/V2)6.
1. Calculer les espérances et les matrices de covariance des deux couples (X1, Xs) et (Y1,Y2).

2. Montrer que ces deux couples sont des couples gaussiens. Que peut-on remarquer ?

Exercice 107. Soient & et & deux variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne
centrée réduite. On considére le vecteur aléatoire défini par :

o (517 ’§2|)7 st 51 > 07
(X,¥) = { (&1, —[&]), si & <0.

Montrer que le couple (X,Y) n'est pas gaussien, mais que X et'Y sont des variables aléatoires
JausSIENNES.

Exercice 108. Soit |p| <1 et (X,Y) un couple aléatoire de densité

1. Montrer que f est une densité de probabilité, mais que le couple (X,Y') n'est pas gaussien.

2. Montrer que X et'Y sont des variables gaussiennes centrées réduites.

Exercice 109. Soit & une variable aléatoire gaussienne réelle d’espérance m et de variance o

et on note par g sa densité. On considére le vecteur aléatoire (X, ...,X,) de densité
folTy, .. xy) = (H g(xz)> (1 + H(xj - m)g(@)) , (T1,...,2,) € R™.
i=1 j=1
1. Calculer

[ o= mygais

2. Montrer que f, est une densité de probabilité.

3. On choisit p, 2 < p < n — 1, composantes du vecteur (Xi,...,X,), par exemple les
premiéres (X1, ...,X,). Montrer que la densité f, de (Xi,...,X,) satisfait :

o1, .. xp) = g(x1) .. g(zp)-

4. En déduire que les variables Xy, ..., X, sont indépendantes et gaussiennes.

22



3 Conditionnement

3.1 Conditionnement discret

Exercice 110. Soientn > 1 un entier fixé et py, po, p3 trois réls positifs tels que py+po+ps = 1.
On note :

i (n—i—j)!’

i 4, n—imj
i pl B2ls - g 45 <n
] =
0

, stnon .

1. Montrer qu’il existe un couple (X,Y) tel que P(X =1i,Y = j) = p;.
2. Trouver les lois de X et de'Y ainst que celle de Y sachant X.
3. Calculer E(XY).

Exercice 111. Soit N une variable aléatoire intégrable a valeurs dans N et (X;);en~ une suite
de variables aléatoires i.i.d de carré intégrable et indépendantes de N. On pose

N
S=>"X; (S=0siN=0).
=1

1. Calculer E[S|N = n] et en déduire E[S|N].
2. En déduire E[S] en fonction de E[X] et E[N].

3. Soit que les X; soient également a valeurs dans N et notons G leur fonction génératrice
et H celle de N. Exprimer la fonction génératrice de S en fonction des précédentes.

Exercice 112. Soit T' une variable exponentielle de parameétre A et s > 0. Calculer E[T|T > s|.

Exercice 113. Soit X une v.a. réelle intégrable de densité f que l'on suppose continue. Soit
xz € R tel que f(x) > 0. Montrer que

ImE[X|r < X <x+ h| ==z
h—0

Exercice 114. Une poule pond N ceufs, ou N suit une loi de Poisson de parametre X, i.e.

eANY

P(N =n) = o

Chaque ceuf éclot avec une probabilité p, indépendamment des autres ceufs Soit K le nombre de
poussins. Notre but est de calculer, puis d’interpréter les valeurs de E(K|N), E(K) et E(N|K).

1. Montrer que P(K = k|N =n) = CpF(1 — p)"* et que E(K|N) = pN. En déduire que
E(K) = pA. Interpréter.
2. Montrer que st n > k,
(qA)n_k €—q>\
(n—k)! '
Exercice 115. Soient X ~ B(p) et Y ~ B(q) deux v.a. indépendantes.
1. Pour tout i € {0,1} calculer E[X|XY =1i].

2. En déduire une expression simple de E[X|XY] en fonction de XY

P(N =n|K = k) =

Exercice 116. Soient U,V des v.a. i.i.d. de loi géométrique de paramétre p €]0,1] et S = U+V .
1. Que vaut E[S|U] ?
2. Déterminer la loi de S.
3. Calculer E[U|S].
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Exercice 117. Un ascenseur dessert n > 1 étages d’un immeuble. Lors d’un voyage, on note
X le nombre de personnes qui montent dans [’ascenseur au rez-de-chaussée. on admet que X
est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre X. On émet les hypothéses :

a) Aucun arrét n'est di a des personnes désirant monter dans l’ascenseur & un autre niveau
que le rez-de-chaussée.

b) Chaque personne choisit son étage au hasard et indépendamment des autres passagers.
Ces choix se font dans l'ordre d’entrée des passagers dans l’ascenseur.

On note S le nombre d’arréts de l’ascenseur lors d’un voyage donné (on ne compte pas l'arrét
initial au rez-de-chaussée).

1. Pour k e N etje{l,...,n}, montrer que :

n—j+1

P(S:j\X:k:Jrl):%(P(S:j|X:k;)+ P(S:j—1|X:k:)).

Indication. On pourra considérer les événements Ay j : « l'ascenseur compte au moins
k passagers et les k premiers sélectionnent j étages distincts ».

2. Apres avoir justifié [’existence des espérances conditionnelles, montrer que :

1—1/n

E(SIX =k+1)=1+ E(S|X = k).

3. Déterminer, pour tout k € N, [’espérance de S sachant que X = k.
4. En déduire que E(S) =n (1 —e ).

Exercice 118. Soit N une v.a. a valeurs dans {0, ...,n} ; on note ay, = P(N = k). On considére
(en; m > 0) une suite de v.a. indépendantes, de méme loi : P(eg = 1) = p, P(gg = 0) = q, avec
p+q=1,p>0cetq>0. On suppose que N est indépendante de la famille (e,;n > 0). On
définit alors la v.a. X par la relation : X = Zév:o Ek-

1. Calculer la loi de X. Exprimer E(X), E(X?) a l'aide de E(N) et E(N?).

2. Soit p’ €]0,1[. Déterminer la loi de N pour que la loi conditionelle de N sachant X = 0
soit la loi binomiale B(n,p').

Exercice 119. Soient0 < p < 1 et (Y;)i>1 @-i.d. telles que P(Y1 = 1) =p et P(Y; = —1) = 1—p.
On pose S, =Y+ -+ Y, et A, = o(Y1,---,Y,), n > 1. Déterminer l’ensemble des réels
v € R tel que pour tout n > 1,

E |:fysn+1

An] =7
Exercice 120. Soient 0 < p <1 et X,Y deux v.a. i.1.d. telles que pour tout n € N,
P(X =n) = P(Y =n) = (1 - p)"p.

1. Calculer la loi conditionnelle de X sachant X +Y et en déduire E[X|X + Y.
2. Calculer la fonction de répartition de X et'Y et en déduire la loi de Z = min(X,Y).
3. Déterminer la loi de X — Z sachant Z.
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Exercice 121. Indépendance et (in)dépendance conditionnellement a une tribu

1. Soit (X,Y, Z) un triplet aléatoire discret dont la loi est donée par :
P(X =k Y =m,Z =n):=p’(1—p)™?,

ou0<p<l,k=1,....m—1 m=2,....n—1, n=3,4,....

a) Trouwver lois des couples (X,Y), (X, Z) et (Y,Z) et ensuite les marginales X, Y et
Z. Montrer que X et Z sont dépendantes.

b) Calculer P(Z=n| X =kY =m),k=1,....m—1, m=2,... n—1. En déduire,
EZ|X=kY =m|, purk=1,....m—1, m=23,... et ensuite E[Z | 0(X,Y)].

c) Par un calcul similaire & celui du point précédent exprimer, pour toute fonction

mesurable et bornée g, E[g(Z) | o(X,Y)]. Montrer que cette quantité ne dépend pas
de X.

d) En déduire que Z est indépendante de X, conditionnelement a la tribu o(Y'), bien
que Z et X sont dépendantes.
2. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p.
On note Z = lixyy—o}-
a) Calculer E[X | o(Z)] et E[Y | o(Z)].
b) Montrer que les variables aléatoires X et'Y sont dépendantes conditionnelement a la
tribu o (7).
3. Soient X4,...,X, des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-
metre X. On note S := X; + ...+ X,,.
a) Trouver la loi conditionnelle de X, sachant S et calculer ensuite E[X; | o(S)].

b) Montrer que les variables aléatoires X, et Xy sont dépendantes conditionnelement a
la tribu o(S).

¢) Calculer E[X? | 0(9)] et E[X1 X, | 0(S9)].
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3.2 Espérance conditionnelle

Exercice 122. Soit h: E x G — R une fonction mesurable et deuzr v.a. X etY définies sur
le méme espace (2, F,P) a valeurs dans les espace mesurables (E,E) et (F,F) respectivement.
On suppose que A est une sous-tribu de F, que Y est A-mesurable et que X est indépendante
de A. On suppose que F(X,Y) est positive ou intégrable.

1. Montrer que
E[A(X, Y)A] = &(Y),  avec d(y) = E[h(X, )]
On note également
E[h(X, Y)|A] = E[A(X, y)]jy=v-

On pourra traiter la question dans un premier temps avec A = o(Y).

2. En guise d’application, calculer
E[e™"[Y],
lorsque X et'Y sont indépendantes et X ~ N(0,1).

Exercice 123. Soient X,Y deuz variables aléatoires de carré intégrable et B une sous-tribu de
Uespace des événements A. Montrer que : E{X E[Y | B]} = E{Y E[X | B]}.

Exercice 124. Soient By C By deux sous-tribus de A et A un événement. Montrer que :
E[P(A|By) | B =P(A | By) p.s.

Exercice 125. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité (2, A, P)
de carré intégrable. Si B est une sous-tribu de A, on définit

Var [X | B :==E[{X —-E[X | B]}*| B].
Montrer que : Var(X) = E{Var[X | B]} + Var{E [X | B]}.
Exercice 126. Soient X, Y deux variables aléatoires positives, indépendantes, de méme loi.
On pose U := min{X, Y} et V := max{X,Y}. Calculer E[U | o(V)] lorsque :
1. la loi commune est la loi exponentielle de paramétre X ;

2. la loi commune est la loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 127. Soit Y une variable aléatoire ayant la densité fy(y) = y *Lpoo(y) et soit
X =Y. Montrer que E(Y) = oo, mais que E[Y | 0(X)] < oo p.s.. Méme question pour le
couple aléatoire (X,Y) ayant la loi jointe donnée par p;; == [i(i + 1)]7, pouri,j =1,2,....

Exercice 128. Soient (X, )n>0 une suite i.i.d. de v.a. réelles de densité f et de fonction de
répartition F'. On considére N = inf{n > 1: X, > X,}.
1. Montrer que la loi de N sachant Xo = x est une loi géométrique de parametre 1 — F(x).

2. En déduire que pour tout k € N*, P(N = k) = [, (F(2))*'(1 — F(z))f(z) dz.

1
R(kt1)

Exercice 129. Soit Q = [0,1], A= B([0,1]) et P la mesure de Lebesque sur [0,1]. Définissons
les variables aléatoires :

3. Supposons que [ est continue par morceaux. Montrer que P(N = k) =

Montrer que E[X | 0(Z)] = E(X) p.s., mais que E[X | o(Y,Z)] Z#E[X | o(Y)].
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Exercice 130. Inégalité de Jensen. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace
de probabilité (2, A, P) intégrable et soit B est une sous-tribu de A. On considére ¢ : R — R
une fonction conveze telle que la variable aléatoire (X)) soit intégrable.

1. Dire pourquoi p(X) est une variable aléatoire.

2. On suppose dans ce point seulement que X prend les valeurs réelles x et y avec les
probabilités X €]0,1[ et 1 — A\. Majorer ¢ (E(X)).

3. On rappelle qu’une fonction réelle convexe admet des dérivées a gauche et a droite en
chaque point. On note 6(x) la dérivée a droite de p en x € R. Montrer que

o(y) — o(x) > (x)(y — x), Va,y € R.

4. Appliquer cette inégalité auz réels y = X (w) et x = E[X | B] (w) =: Y (w).

5. Montrer que (YY) et 6(Y') sont des variables aléatoires B-mesurables. En déduire l'in-
€galité de Jensen :

p (BE[X | B]) <E[p(X) | B].

6. Que devient cette inégalité pour B = {0,Q} ?

7. Soit 1 < p < co. Montrer que E[- | B] est un opérateur de contraction sur LP(2, A, P).
On pourra appliquer l'inégalité de Jensen avec la fonction convere ¢(x) = |z|P.

Exercice 131. Soit Z une variable aléatoire dont la loi est symétrique par rapport a zéro et
soit X une variable aléatoire indépendante de Z et telle que X > 1 p.s. On note Y = Z/X.
Calculer E(Z), E(Y) et E[Y | 0(X)]. Montrer que E[Y | 0(X)] = E(Y) p.s., mais que X et Y
sont dépendantes.

Exercice 132. Soit ¢ une v.a. prenant seulement les valeurs +1 avec la probabilité 1/2. Soit
B une sous-tribu de A. Montrer que ¢ est indépendante de B si et seulement si E[e | B] = 0.

Exercice 133. Soient F et G deux sous-tribus de A et H une sous-tribu de F On dit que F
et G sont indépendantes conditionnellement a la tribu H si

E[XY |H]=E[X |H] E[Y |#],

pour toutes les variables aléatoires X, Y bornées, avec o(X) C F et o(Y) C G. On va montrer
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que F et G soient indépendantes conditionnelle-
ment a la tribu H est

HDOo{E[Y | F|:Y bornée, G-mesurable} .
1. Pour montrer que la condition est suffisante on pourra vérifier d’abord que
EXY |H]=E[XE[Y | F||H].

2. Pour montrer que la condition est nécessaire il suffit de prouver que, pour toute variable
aléatoire Y bornée, G-mesurable,

EY |H]=E[Y|F].
Pour cela on pourra vérifier d’abord que
E{E[Y | H] E[Y | FI} = E{E[Y | H*} = E{E[V | F]"}.
Conclure par le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Exercice 134. Soit (2, A,P) un espace de probabilité et B, C deux sous-tribus de A, indé-
pendantes. Soit X une variable aléatoire réelles définie sur (2, A, P) et on suppose que X est
indépendante de C. Soit D la tribu engendrée par BUC. Montrer que E[X | D] =E[X | B].

Exercice 135. Soient X, Y € L'(Q, A, P). On suppose que
EX|oY)=Y, et EY |0(X)] = X.
Montrer que X =Y p.s. On pourra observer que, pour tout x € R fizé :

0<E [(X - Y)H{YSI<X}] =E [(Y - X)]l{z<X}ﬁ{x<Y}} .

Exercice 136. Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle positive
ou nulle. Pour Ay, Ay € A on dit que Ay > Ay si P(AS N Ag) = 0. Soit B une sous-tribu de A
et A:=={X >0}, B:={E[X |B] >0} etC:={C € B:C > A}. Montrer que B est le plus
petit élément de C, c’est-a-dire : Be C et VC € C, C' > B.
Exercice 137. Soient p, ¢ > 1 deux réels conjugués, c’est-a-dire 1/p+1/q = 1.

1. Montrer que, pour tous x,y >0, zy < 2P /p+ y?/q.

2. Soit X € LP(Q2, A,P) et Y € LU(Q, A, P). Si B est une sous-tribu de A, on note

B :=A{E[X]"| B] > 0} n{E[[Y["[ B] > 0}.
Montrer que, sur B :

XY B\ 4
E[X]P | BYY? ®[Y]e | B)Y? ~ pE[XP|B] ~ qE[Y]e|B]

En déduire que, sur B :
E(IXY|| B < (B[X[|B)"" E[Y]*]|B)".

3. Soit By :={E[| X" | B] = 0}. Montrer que, sur Bx, X est nulle.
4. En déduire linégalité de Holder :
E(XY]|B] < (B[X]" | B)"" (B(Y]|B)"".

Exercice 138. Soient X, Y deux variables aléatoires. On suppose que E(|Y]) < co. Montrer
que E[Y | 0(X)] est presque sirement constante si et seulement si, pour tout t € R, on a :

E[Yexp(itX)] = E(Y)E [exp(itX)].

Exercice 139. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires sur un espace de probabilité

(Q, A, P). Soit B une sous-tribu de A.
1. On suppose que :

P(X;>20)=1 et P(X,;1 >X,)=1,n>1.
Montrer que :

IimE[X, |B]=E [hTm Xy | B] , D-S.

ntoo
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2. On suppose que :
P(|X, <Y)=1,n>1,

pour une certaine variable aléatoire Y intégrable et qu’il existe une autre variable aléa-

toire X telle que :
P(lim X,, = X) = 1.

ntoo
Montrer que :
liTmE[Xn | B =E[X | B], p.s.
3. On suppose que :
P(X,<X)=1,n>1,

pour une certaine variable aléatoire X intégrable. Montrer que :

E [lim sup X, | B} > limsupE [X,, | B], p.s.

ntoo ntoo
Si
P(X,>X)=1n>1,
alors :
E {lilg%gonf X, | B} < lirnr%gonfE (X, | B], p.s.

4. On suppose que :
P(X,>0)=1,n>1.

Montrer que :

E

> X, | B] =Y E[X,|B], p.s.

n>1 n>1
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3.3 Loi conditionnelle

Exercice 140. Soient X, Y deux variables aléatoires réelles. On suppose que Y suit la loi
exponentielle de parameétre 1. On suppose que la loi conditionnelle de X sachantY =y est une
loi de Poisson de paramétre y.

1. Calculer les lois du couple (X,Y), de X, ainsi que la loi conditionnelle de Y sachant X .

2. Montrer que E[(X —Y)?] =1, en conditionnant d’abord par rapport a 'Y et ensuite par
rapport a X.

Exercice 141. Soit f : R™ — R* une densité sur R**. On pose h(z,y) = JCECIT’;”]I{DO,PO}.
1. Montrer que h est une densité de probabilité.
2. Soit (X,Y) un couple de densité h. On pose S =X +Y.

(a) Déterminer la loi de S.
(b) Déterminer la loi jointe de (X, S).
(c) En déduire la loi conditionnelle de X sachant S.

Exercice 142. 1. Montrer que la fonction f(x,y) = 21z y>004y<1} est une densité de
probabilité d’un couple (X,Y).

2. Trouver les lois marginales, ainsi que la loi conditionnelle de X sachant Y .
3. En déduire que la variable aléatoire X/(1 —Y) est indépendante de Y et suit la loi
uniforme sur [0, 1].

Exercice 143. Soient X, Y deux variables aléatoires réelles. On suppose que X ~ N(0,1) et
que la loi conditionnelle de Y sachant X = x, a la densité (a/2)e ¥, ou o := (1 + 22)/2.

1. Trouver la densité de (X,Y) et celle de Y.

2. Montrer que Y admet des moments de tous ordres et que ceux impairs sont nuls.

3. Veérifier que la loi de Y est symétrique et trouver la fonction de répartition de |Y|.

Exercice 144. Trouver la loi conditionnelle et l’espérance conditionnelle de Y sachant o(X),
lorsque la densité du couple (X,Y") est donnée par :

i) f(x,y) = Ne o<y

i) fla,y) =ze "W, 50
Exercice 145. Une variable aléatoire X, suit la loi uniforme sur [0,1]. Si X1 = x1, alors X,
est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [x1,x1 + 1]. Si Xy = x4, alors X3 est une

variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [za,xo + 1]. Les variables aléatoires Xy, ..., X,
sont définies de la méme maniére pour tous n > 4. Calculer E(X,,).

Exercice 146. Soient 0 < g < 1 et £, Uy, Uy des v.a. indépendantes telles que Uy et Uy aient

pour densité sur R respectivement les fonctions g1(t) et go(t) et & ~ B(q). On consideére la v.a.
mélange W = Uy + (1 — &)Us.

1. Déterminer la densité de W en fonction de g1, 9o et q.
2. Décrire la lot conditionnelle de W sachant &.

3. Déterminer la loi conditionnelle de & sachant W = t.
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Exercice 147. Soit X une variable aléatoire uniforme sur [0,1] et Y telle que sa loi condition-
nelle par rapport a X = x soit une loi géométrique de parameétre x.

1. Déterminer la lot de Y.
2. Cette variable est-elle intégrable ?

3. Calculer la loi conditionnelle de Y sachant X.

Exercice 148. Soit (X,Y) un couple de v.a. a valeurs dans N* x [0,1] tel que :
— la loi de Y est uniforme sur [0,1] ;
— la loi conditionnelle de X sachantY =t € [0, 1] est une loi géométrique de paramétre t.

1. Soit g et h des fonctions mesurables positives.

(a) En revenant a la définition de l’espérance conditionnelle d’une v.a. positive, dé-
montrer que

Elg(X)nY)[Y] = h(Y)E[g(X)]Y].

(b) Montrer que

Elg(X)h(Y))] :/0 h(t) <Zt(1 - t)"lg(n)> dt.

n>1

2. Calculer en fonction de n € N* ["intégrale fol t(1 — )"t dt et en déduire la loi de X .

3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X.
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3.4 Cas gaussien

Exercice 149. Soit U, V. W des variables aléatoire gaussiennes centrées réduites et indépen-
dantes et

U+ VW
I+ w2

1. Déterminer la lot conditionnelle de Z sachant W.

7

2. En déduwire que Z est indépendante de W et déterminer la loi de Z.

Exercice 150. Soit (X,Y) un couple gaussien centré.

i) Prouver que :

E(XY
EY |o(X)]=cX, ot c:= E((X2))
i1) Soit (X1,...,X,) un vecteur aléatoire gaussien centré et (aq,...,a,), (b,...,b,) € R™

On définit Y =37 a; X et Z =377 b;X;. Que vaut E[Z | o(Y)] ?

Exercice 151. i) Soient Y, Y’ deux variables aléatoires réelles gaussiennes, centrées, ré-
duites, indépendantes. Montrer que, pour tous t,s > 0, les variables aléatoires :

eVl —e Y +vV1—e2Y et V1 —e2ts) 7
ont la méme loi. Ici Z est une variable gaussienne centrée réduite.
it) Soit, pour tout t > 0, l'opérateur T, défini par :

nf@%ZQ%i@f@tx+¢TfF§wefﬂ@.

Ici f : R — R. Soit Y une variable gaussienne centrée réduite. Prouver que :
Tif(x) =E [f(e*tx +V1—e 2 Y)] :

iii) On note par v la mesure gaussienne centrée réduite sur R : v(dz) = (2m)~/2e %" /2dx
et par LP(v) Uespace L?(R, B(R),v), 1 < p < 0o. Prouver que, pour p =1 et p = 0o, T}
est, pour tout t > 0, un opérateur borné de LP(v) dans LP(v).

iv) Prouver que, pour tous t, s > 0, Ty(Tsf) = Tiisf. (On dit que {T; : t > 0} est un
semi-groupe d’opérateurs, le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.)

v) Prouver que, pour tout t > 0, et toutes fonctions f, g : R — R bornées,
STifg =< [Ty > 01 < f.9 2= [ f)glavlds).
R

vi) Soit (X,Y) un couple gaussien centré tel que E(X?) = E(Y?) =1 et E(XY) =p > 0.
Montrer que, pour toute fonction f: R — R, bornée :

E[f(Y) | o(X)] =Tif(X), avec p=e".

Que se passe-t-il quand p = 0 ou p = 17 Qu’obtient-on dans le cas particulier ot

flx)y=x7?
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Exercice 152. Soit (X,Y, Z) un triplet gaussien centré.

i) Si on suppose seulement que X et'Y sont indépendantes, montrer que :
ElZ|o(X,Y)]=E[Z|o(X)]+E[Z]o(Y)].

i1) On suppose que la matrice de covariance vaut

L 0 m
K= 0 1 P2
p1 p2 1

a) Montrer que l'on a p? + p3 < 1.

b) Soit (X',Y', Z") un triplet gaussien centré de matrice de covariance égale a l'identité.
Définissons :

X=X,V =Y ,Z:=pX +pY +/1—p}—p3Z.

Prouver que (X,Y,Z) un triplet gaussien de méme loi que (X,Y, 7).

iii) Si la matrice de covariance est l'identité, quelle est la loi de

(X+YZ),
itz

Exercice 153. Soit (X,Y) un couple gaussien tel que E(X) = m,, E(Y) = m,, Var(X) = 02,
Var(Y) = o, et p(X,Y) = p.

1. Montrer que : E[X | o(Y)] = my + po,(Y —my)/o,.
2. On définit la variance conditionnelle :
Var[X | oY) =E[{X -E[X |oc(Y)]}* | o(Y)].
Alors Var [X | o(Y)] = a%(1 — p?).

3. On suppose que m, =m, =1, 02 = 2, O'Z =1 et que p = —1/\/5. Faire le calcul de la
loi conditionnelle de Y sachant X.
4. On suppose que my =my =0 et que 02 = o, = 1. Montrer que :

EmﬂuﬂzyﬂZ%{EM?HH=M+EPW|Y=—ﬂ}=1+f@“*>
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3.5 Martingales

Exercice 154. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes. On pose
Yn = Z?:l Xj, n > 1.

1. On suppose les variables X,, intégrables. Montrer que :

{Yn—iE(Xj) in > 1}

est une martingale.

2. On suppose que les variables X, sont centrées et de carré intégrable. Montrer que :
2
{Yn - E(X}):in> 1}
j=1
est une martingale.

Exercice 155. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi.
On note p(u) := ElexpiuX] la fonction caractéristique de la loi comune. Si S, = > 77| Xj,

montrer que :
S,
{exp Sy > 1}
p(u)?

est une martingale (compleze).

Exercice 156. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
E(X,) =m, #0,n>1 et X, € LP, Vp. Montrer que :

Y, = .op>
j=1"""

Exercice 157. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
P(X,=1)=p€]0,1, P(X,,=—-1)=qg=1—p, n > 1. Pour tout n > 1, on introduit :

est une martingale.

n S
a\" cos{A[S, — |}
S, = XY, == t 2, := , R.
ijl J (p) ‘ (cosny €

1. Montrer que Y est une martingale.

2. Montrer que Z est une martingale si cos A #£ 0 et si p = q.

Exercice 158. Soit & une variable aléatoire géométrique de paramétre p €]0,1], c’est-a-dire
P =n) =p"(1 —p), n > 0. Soit, pour tout n > 0, F,, la tribu engendrée par & \ (n + 1).

1. Montrer que :
Fn=0{{&=01{E=1}... {{=n}{E=n+1}}.
2. Montrer que :
Xo = lgemy — (L=p)(EAN) et V= X7 —p(1 —p)(EAn),n>0,
sont deuxr martingales.
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Exercice 159. 1. Soit {F, : n > 0} une filtration, T un temps d’arrét et A € Fr. On

pose :
T sur A
Ta= { oo sur A°.

Montrer que Ty est un temps d’arrét.
2. 81 S est un temps d’arrét tel que T < S, soit :

T surA
U’_{S sur A°.

Montrer que U est un temps d’arrét.

3. Soit {M,, : n > 0} une suite de variables aléatoires telles que, E[|M,|] < oo, pour tout
n > 0. Montrer que M est une martingale si et seulement si E[M.] = E[M|, pour tout

temps d’arrét borné T. Pour établir une partie, on pourra considérer des temps d’arrét
UavecT=n, Ac F, et S=n+1.

Exercice 160. Soit T' un temps d’arrét par rapport a une filtration {F, : n > 0}. Pour tout
n € N, on pose :
o(n) :==inf{k > 0: {T" =n} € Fi}.

Prouver que ¢(T') est un temps d’arrét, majoré par T.

Exercice 161. Soit {Y,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes telles que :
PY,=-1)=1-2"PY,=2"-1)=2"".

Soit :

T:=inf{n >1:Y, # -1}, et X,:= Y (=1)Yjl<ry, n > 1.
j=1
1. Montrer que X est une martingale.
2. Prouver que P(T = oo0) > 0.
8. Soit X* := sup,>, |Xn|. Prouver que X* est presque stirement fini et que, sur T' = oo,
Xon_1 =1 et Xo, =0, pour tout n > 1 et que p.s. X,, ne converge pas.

Exercice 162. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes telles que :

1 avec probabilité (2n)~!
X, =<¢ 0 avec probabilité 1 —n~!
—1  avec probabilité (2n)~'.

Soit Y1 = X4 et pourn > 2 :

Y. = Xn> st Ynfl =
e nYn,1|Xn|, St Yn,1 7£ 0.

1. Montrer que Y est une martingale par rapport a F, = o(Y1,...,Y,).
2. Montrer que {Y,, : n > 1} ne converge pas presque strement. Cette suite converge-t-elle ¢

3. Pourquot le théoréme de convergence des martingales ne s’applique pas ¢
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Exercice 163. Soit {X,, : n > 0} une suite de variables aléatoires. On note :

Xp:=sup X;, X, = inf X; X7 := sup [X].
0<j<n

0<j<n 0<j<n

1. On suppose que X est une sur-martingale, c’est-a-dire X,, € L', pour toutn, et E [ X, 11 | Fn] <
X,,. Soit x > 0. Montrer que :

rP(X, < —2) < =B [Xolix, <ay] < E(IXG)).
On pourra introduire les temps d’arrét 7 :=inf{k > 0: Xy > x} An et o :=inf{k > 0:
Xy < —z} An.

2. Montrer que si X est une sur-martingale positive, on a :
1P(Xo > 7) < E(Xy), Vo > 0.

En particulier, X est une variable aléatoire finie p.s.

3. Inégalité de Doob. On suppose maintenant que X est une sous-martingale (c’est-a-dire
que —X est une sur-martingale) positive. Soit p > 1 et q¢ son conjugué : 1/p+1/q = 1.
Montrer que :

7P(X, >12)<E [an{)g@m}] ,r>0,n>0.

Etablir

X P p yp—1
E[XI] < < B[XX0].

On pourra multiplier 'inégalité précédente par xP=2, puis intégrer. Enfin, utiliser l'inéga-
lité de Holder pour obtenir :

p
E[X?] < (L) E[X?], n > 0.
p—1
Exercice 164. Soit X une martingale telle que, pour tout n > 1, E(X,) = 0 et E(X?) < oco.
Montrer que :

E(X?
P(max X; > z) < (X,)
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Exercice 165. Soit {e, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi :
Pler=1)=p, Ples=-1)=gq, avec p,q>0,p+q=1
On pose Sy =0, S, => "

J=1

7, = inf{n € N: 5, = a}, (inf ) = +00).

g5, pour n € N*, et, pour a € Z :

1. Montrer que 7, est un temps d’arrét pour la filtration Fo = {0,Q}, F,, = of{e1,...,en}
2. Soit0<u<1,b>0 et X, :=u"b>. Montrer que {X, : n > 0} est une martingale, si
1 = u(pb+ q/b).

3. Prouver que :

2qu

1— /1= dpgu? \
] (V)

et que :
P(r, < 00) = inf{1, (p/q)*}, pour a € N.

Que se passe-t-il pour a négatif ¢
4. On suppose p < q et a € N. Vérifier que
P(7_a < 00) =1, P(7a < 00) = (p/q)".
Retrouver ce résultat en utilisant la loi des grands nombres. Prouver que 1+ S suit une
lor géométrique, ot S := SUP,,>0 Sp.

5. On suppose maintenant p = q = 1/2. Montrer que, pour tout a € Z, 1, < 0o p.s. Vérifier
que
{Snir, —a:n >0} ala méme loi que {S, : n > 0}.

Enfin, prouver que

limsup S,, = +o0, lin%inf S, = —00, p.s.
ntoo nioo
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