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1 Lemmes de Borel-Cantelli

Soit (Ay)n>o une famille d’événements. Alors :

ZIP’(An) < oo = P(A, infiniment souwvent) = 0.

n>0
Si les (Ap)n>0 sont indépendants et ZP(An) =00 = P(A, infiniment souvent) = 1.
n>0

Iei A, infiniment souvent signifie limsup,,_, ., An = ()51 Upsm An- En particulier, si
(A,,) sont indépendants, alors P(A,, i.s.) = 1ssi ) P(A,) = oo (et 0 sinon).

2 Convergence en loi
Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire, toutes deux

a valeurs dans R%. On dit que X,, converge en loi vers X lorsque I'une des propriétés
équivalentes suivantes est vérifiée :



1. Pour toute fonction f : R? — R continue et bornée,

E[f(Xn)] — E[f(X)].

n—oo

2. Lorsque d = 1, pour tout point de continuité ¢ de la fonction de répartition de X,

P(X, <t) — P(X < 1).

n— o0
3. (Théoréme de Lévy) Pour tout t € RY,

E[ei(t,Xn)} SN E[€i<t’x>} )

n—00

On note alors
X, — X.

n—o0

3 Loi forte des grands nombres

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X, a valeurs dans
un espace mesurable E. Soit f : F — R mesurable telle que f(X) € L'. Alors

n—oo

01X 2 BUA0) = [ @) Pxlda)

4 Théoréme central limite

Soit (X,)n>0 une suite de v.a. i.i.d. de méme loi que X, & valeurs dans un espace
mesurable E. Soit f : E — R mesurable telle que f(X) € L2 Alors, en posant

m=E[f(X)] et o®=E[f(X)?] - (E[/(X)])>

on a

n—o0

1 n
— Xy) — 0,0%).
(53210 o A0
Version multidimensionnelle : Si f : F — R? est mesurable et f(X) € L2, on pose

m=E[f(X)] €R’, T =E[(f(X)—m)(f(X)—m)'] € R

Alors

n—o0

\/ﬁ (%Zf(Xk) —m) :>Nd<0?r>7

ot Ny(0,T) désigne la loi gaussienne centrée de matrice de covariance T'.



5 Espérance conditionnelle
Définition : Soient (2, F,[P) un espace probabilisé¢, A C F une sous-tribu et Y une
v.a.r.. On dit que E[Y|.A] est I'espérance conditionnelle de Y sachant A si :

— E[Y]A] est A-mesurable,
— E[Y|A] est L2, positive ou L' selon que Y € L2, Y > 0 ou Y € LL! respectivement,
— pour toute v.a. Z respectivement dans L2, positive, ou bornée,

E[Y Z] = E[E[Y|A] Z.

Remarques :
— 11 suffit de vérifier ’égalité précédente pour Z = 14, A € A, ou méme pour A
appartenant & un w-systéme engendrant A.
— En particulier, avec Z = 1, on retrouve E[Y] = E[E[Y|A]].

Cas particulier : Si X est une v.a. a valeurs dans un espace mesurable F, on note
E[Y|X] := E[Y]|o(X)].
Il existe alors une fonction mesurable ¢ : E — R telle que E[Y|X] = ¢(X) et
E[Y g(X)] = E[¢(X)g(X)]

pour toute fonction mesurable g : E — R positive ou bornée. La fonction ¢ est unique
Px-presque partout.

Propriété : Si X,Y sont indépendantes et H : £ x F' — R mesurable, alors
E[H(X,Y)|X] = 6(X), on o(x)=E[H(zY)].

Procédure pratique :
1. Geler X = z.
2. Calculer E[H(z,Y)].

3. Dégeler : remplacer x par X.

6 Noyaux et probabilités conditionnelles

Définition : Soient (F, A) et (F,G) deux espaces mesurables. Un noyau de transition de
FE vers F' est une application
N:ExG— 0,00
telle que :
1. pour tout x € F, l'application B — N(z, B) est une mesure sur (F,G),
2. pour tout B € G, l'application x +— N(z, B) est mesurable sur (F,.A).



Autrement dit, c’est une famille de mesures (N(z,-)).cg qui varie de maniére mesu-
rable en z. Si f: F' — R est mesurable et x € E, on définit

/f N(z,dy),

lorsque cette intégrale est bien définie. On peut montrer que x — N f(z) est mesurable.
Plus généralement, si H : E x ' — R est mesurable, alors

x|—>/FH(x,y)N(:c,dy)

est mesurable (quand l'intégrale a un sens).

Définition (loi conditionnelle) : Soient X,Y des v.a. a valeurs respectivement dans
E et F. On dit que la loi conditionnelle de Y sachant X est donnée par le noyau N si,
pour toute fonction mesurable f : F' — R bornée ou positive,

E[f(Y)] X] = /f N(X, dy).

En particulier, on a N(z, F') = 1 Px(dz)-presque partout. La loi conditionnelle est
alors caractérisée par

E[f(Y)g(X)] = E[N f(X)g(X)]
pour toutes fonctions muettes f et g appropriées. On dit abusivement que « la loi de Y
sachant X = x est N(x,dy) », et on écrit parfois E[f(Y) | X = x| = N f(z).

Propriété : Si H : E x F — R est mesurable et si la loi conditionnelle de Y sachant X
est N, alors

E[H(X,Y)| X] = /FH(X,y) N(X,dy).

Procédure pratique :
1. Geler X = z.
2. Calculer E[H (z,Y)] ou Y ~ N(z,dy).

3. Dégeler : remplacer x par X.

E[H(X, /(/M Mw)n»(d@

c’est-a-dire, de maniére concise,

On en déduit

Px.v)(dz dy) = Px(dz) N(z,dy).



7 Chaines de Markov

7.1 Propriétés générales

Définition : Une suite (X,,),>0 de v.a. & valeurs dans un espace mesurable E (espace
d’états) est une chaine de Markov de noyau N sur E si, pour tout f: E — R mesurable
positive ou bornée et tout n > 0, on a

Elf(Xni1) | Fu] = Nf(Xn),

ot (F,)n>0 est une filtration telle que X,, soit F,-mesurable. On peut toujours prendre
Fn=0(Xo,...,X,). Le noyau N représente la loi de X, sachant (Xo,...,X,), qui ne
dépend que de X,,. On note P,,E, la probabilité et ’espérance quand X, ~ v.

Cas dénombrable : Si E = {ej,es,...} est dénombrable, le noyau N s’identifie & une
matrice stochastique P = (P(z,Yy))syer avec P(z,y) = N(z,{y}). Alors
P[Xn—H = Tnp+1 |Xn = Tp,y ... 7X0 = I'o] = P(.Z‘n,l‘n_;,_l),

dés que P(Xy = zg,..., X,, = z,,) > 0.
En représentant les mesures comme vecteurs lignes et les fonctions comme vecteurs
colonnes :

E[f(X,)]=vP"f,  E[f(X,)] = P"f(x).
On a aussi

P, (Xo = zo,..., X, =x,) = v(xg) P(xo,21) -+ - P(p1,0),
P(Xo=y)= Y,  vwg) Plwg,x1)-- Pln1,y).

Z0yeyTn—1E€EE

Définition (irréductibilité) : On dit que la chaine est irréductible si pour tous z,y € E

il existe n > 0 tel que
P*(z,y) > 0.

Autrement dit, & partir de tout état z, il est possible d’atteindre tout état y en un nombre
fini d’étapes avec une probabilité positive.

Construction standard : Soient H : E x F' — E mesurable, (Uy,),>1 i.i.d. de loi sur
F', et Xy indépendante des U,,. En posant

Xn+1 = H(Xna Un-‘,—l)a
on obtient une chaine de Markov dont le noyau est la loi de H(x, Uy).

Définition (temps d’arrét) : Une variable aléatoire T : Q@ — N U {oo} est un temps
d’arrét relativement a une filtration (F,),>o si, pour tout n > 0, on a

{T'<n}eF,.
Autrement dit, au temps n, on sait déja si 'arrét est survenu ou non.

Propriété (Markov forte) : Si (X,,) est une chaine de Markov de noyau N et T
un temps d’arrét alors (Xri,)n>0 est encore une chaine de Markov de méme noyau
(conditionnellement & T' < 00). Plus précisément, pour tout n > 0 et = € E,

E,[f(Xr, ..., Xpsn) | T < 00, Xp = 2] = E,[f(Xo, ..., X)].

5



7.2 Reécurrence et transience
Définition : Un état x € E est dit récurrent si 'une des conditions équivalentes est
satisfaite :
1. X,, = x une infinité de fois p.s. sous P,.
2. Le temps de retour T,, = inf{n > 1: X,, = x} est fini p.s. sous P,.
3. La somme > )~ P, (Xy = x) = oc.
Un état qui n’est pas récurrent est dit transient.

Propriété : Si la chaine est irréductible, alors tous les états sont récurrents ou tous
transients.

Exemple : Une chaine de Markov sur un espace d’états fini posséde au moins un état
récurrent. Si elle est irréductible, elle est récurrente.

7.3 Mesure invariante

Définition : Une mesure p sur E est dite tnvariante si
uN = p, cest-a~dire uNf=puf Vf:FE — R mesurable positive (ou bornée).

Si pw(E) =1, on dit que p est une probabilité invariante.
Caractérisation : p est invariante <= (Xo~py = X,, ~pu, ¥n > 0).

Cas dénombrable : Si P est la matrice de transition, alors p est invariante si et seule-
ment si P = pu.

Mesure réversible : p est dite réversible si

p(x) Pz, y) = w(y)P(y,x) Vo,ye€E.

Toute mesure réversible est invariante.
Résultats importants :
— Si la chaine est irréductible et récurrente, elle posséde une unique mesure invariante
non triviale (& un facteur pres).

— Dans ce cas :
Tp—1

u(y) =E, [ Z 1{Xn=y}}’

ou x est un état récurrent arbitraire.

— Dichotomie : u(F) < oo = récurrence positive (existence d’une unique proba-
bilité invariante). u(E) = co = récurrence nulle.

— Si la chaine est irréductible et admet une probabilité invariante, alors elle est
récurrente positive.

— Dans le cas récurrent positif, pour tout état z,




7.4 Théoréme ergodique

Si (X,,) est irréductible récurrente positive et p sa probabilité invariante, alors pour toute
loi initiale v et tout f € L'(p) :

1 & P, ps.
DS re B2 [ pan
n 1 n—oo E

En particulier, pour tout x € E|

1 ps.
—card{k <n—1: Xy, ==z} h) p(x).
n

n—o0

Si la chaine est récurrente nulle, les convergences ont lieu vers 0.

7.5 Théoréme de Perron—Frobenius

Définition : La période d’un état = est
d(x) = pged{n >1: P"(x,z) > 0}.

Propriété : Si la chaine est irréductible, d(x) ne dépend pas de x; on parle de période
de la chaine. Si d = 1, la chaine est dite apériodique.

Résultat : Soit (X,,) une chaine irréductible, apériodique et récurrente positive de ma-
trice de transition P et de probabilité invariante p. Alors, pour toute loi initiale v,

X, =—=pu, c-a-d. P,(X,=12)— p(z).
n—oo

n—o0

Dans le cas fini, ce résultat s’obtient en étudiant le spectre de P, c’est un théoréme
d’algébre linéaire.

8 Martingales

Définition : Une suite de v.a.r. (X,,)n,>0 est une (F,),>o-martingale, ou (F,),>o est une
filtration, si :

1. X, est F,-mesurable;
2. X, elL!;
3. E X1 | Fu] = X

Si dans 3. on remplace = par < (resp. >), on parle de sur-martingale (resp. sous-
martingale). Par défaut, on considére la filtration canonique F,, = o(Xo, ..., X,).

Propriété : Si (X,,) est une martingale et 7" un temps d’arrét, alors (Xran)n>0l{r<co}
est encore une martingale. De méme pour les sur- et sous-martingales. On note a A b le
minimum de a et b.



Théoréme de convergence presque sire : Si (X)) est une martingale (ou sur/sous-
martingale) bornée dans L', c’est-a-dire

sup E[| X,,|] < o0,
n>0

alors il existe X, € L' telle que
X, 22 X,

n—o0

Cette hypothese est satisfaite notamment si :
1. (X,) est bornée;
2. (X,,) est une sur-martingale positive;

3. (X,) est une sous-martingale majorée par une variable intégrable.

Théoréme de convergence dans L? : Si (X,,) est une martingale bornée dans L%
c’est-a-dire

sup E[|X,,|?] < o0,

n>0

alors il existe X, € L2 telle que

p.s. L2
X, — X et X, — X

n—oo n—oo

De plus,
X, = E[X | F.]
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